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Capitulo 1

Conjuntos e Conjuntos Numéricos

1.1 Conceitos Basicos

A matematica é construida através axiomas e definicoes, proposicoes, teoremas e

demonstracoes, corolarios e outros. Mas o que significa cada um destes nomes? Muitas
vezes ouvimos falar de uma demonstracao sem entender o seu significado on mesmo en-
tender a sua aplicacao dentro da matemaética, o que torna o nosso entendimento limitado
e incorreto em muitas das situacoes.

o

Proposicao: é todo conjunto de palavras ou simbolos que exprimem um pensa-
mento de sentido completo.

Definigao: é uma proposicao na qual convencionamos o significado de elementos
ou termos.

Axioma ou Postulado: é uma proposi¢ao na qual convencionamos propriedades
dos elementos ou termos definidos, a verdade dos axiomas é aceita sem demon-
stracao. Estes tém que ser simples, objetivos e inquestionaveis, para a teoria ficar
solida.

Teorema: é uma proposi¢ao que estabelece propriedades dos elementos ou termos
cujas verdades sao demonstradas usando axiomas e definicoes ja estabelecidos.

Corolario: é um teorema, sendo uma conseqiiéncia imediata de outro teorema.

Lema: Teorema que precede outro teorema para lhe servir na demonstragao do
teorema maior.

1.2 Conjuntos

Algumas nogoes sao tomadas na Teorta de Conjunto sem definicao, elas sao

consideradas como nogoes primativas. Estas, sao as nocoes de conjunto, elemento
e pertinéncia entre elemento e conjunto.



Uma maneira de “enxergar” um conjunto é como sendo a colecao de todos os
elementos que apresentam a mesma caracteristica. Por exemplo, imagine o conjunto
formado por todas as vogais do alfabeto arabico, entao ele é formado pelos elementos
a,e,i,0,u. Observe que este conjunto tem 5 elementos e, além disso, todas as vogais do
alfabeto arabico estao representadas e cada elemento deste conjunto é wma vogal.

Para representar um conjunto utiliza-se uma das maneiras a seguir:

1. Enumeragao dos Elementos: neste caso, utiliza-se uma letra maitscula do alfa-
beto arabico para representar o conjunto e escreve-se todos os elementos do conjunto
entre chaves.

Ex: A= {a,e,i,0,u}.

2. Lei de Formacao: uma lei de formacao tem que ser clara e representar todos os
elementos do conjunto sem excluir e nem incluir nenhum outro elemento.
Ex: A= {z|r seja uma vogal do alfabeto ardbico}

3. Diagrama de Euler-Venn: Usa-se uma figura geométrica para delimitar a regiao
onde os elementos do conjunto sao emumerados.

Ex:

Figura 1.1: Diagrama de Euler-Venn.

Definigao 1.2.1. Dois conjuntos A e B sao ditos serem iguais se eles possuem os mesmaos
elementos.

Para exemplificar a Definicao 1.2.1, tem-se que os seguintes conjuntos sao iguais:
{a,e.i,o,u} = {z|r seja uma vogal do alfabéto} = {u, e, i, 0,u,u,al.

Sobre igualdades entre conjuntos é importante ressaltar que um conjunto nao
depende da maneira como seus elementos sao dispostos nele e, por isto, o conjunto é o
mesmo se os seus elementos sao repetidos ou rearranjados.

Um conjunto que tem um tnico elemento é chamado de conjunto unitdrio. Por
exemplo, A = {z|z seja um nimero par entre 1 e 3} = {2} é um conjunto unitério.

O conjunto vazto é o conjunto que nao possul nenhum elemento. Usa-se os
simbolos () ou {}, par representar o conjunto vazio. E importante ressaltar que o simbolo



{@}, nao representa um conjunto vazio, e sim representa um conjunto unitario, que possui
o elemento §.

Quando um elemento faz parte de um conjunto, diz-se que o elemento pertence
ao conjunto e usa-se o simbolo € para representar esta relacao, chamada de Relac¢do
de Pertinéncia. Caso o elemento nao seja um elemento do conjunto usa-se o simbolo
& para mostrar esta situacao. Assim, no exemplo das vogals, tem-se que a £ A4 ou que
b ¢ A. Também existe uma relacio entre conjuntos: um conjunto A é dito ser um sub-
conjunto de um conjunto B (ou um conjunto A estd contido em um conjunto B) se
todos os elementos do conjunto A pertencem ao conjunto B e, neste caso, usa-se a notagao
A C B. Observe que todo conjunto é subconjunto dele mesmo e o conjunto vazio também
é subconjunto de todos os conjuntos.

Observagao 1.2.1. 1) Para garantir que dois conjuntos A e B sdo igual € necessdario e
suficiente mostrar que A C B e B C A.

2) Se A C B, mas A=+ B, entdo A € um subconjunto préprio de B, e usa-se a notagdo
A C B, para representar esta relagdo.

O conjunto universo representa o conjunto com todos os elementos que estao
sendo estudado num determinado contexto. Por exemplo, na matemaitica geralmente
toma-se como o conjunto universo o conjunto dos nimeros reais, ou o conjunto dos
nimeros complexos, dependendo da situacao. Um conjunto é dito ser finito se ele tem
uma quantidade finita de elementos e ele é dito ser enfinito se o seu niimero de elementos
for infinito. Dois conjuntos sao chamados de disjuntos se eles nao possuem elementos
e comurn.

Definigao 1.2.2. Dado um conjunto A, chama-se o Conjunto das Partes de A, e é
representado por P(A), o conjunto formado por todos os subconjuntos do conjunto A.

Exemplo 1.2.1. Seja A = {1,2,3}, entio
P(A) = {041}, 2}, {3}, {1. 2} {1, 3}, 12,3}, {1,2,3} .

Observagao 1.2.2. O numero de elementos do conjunto P(A) € 2", onde n é o nimero
de elementos de A.

1.3 Exercicios

Exercicio 1.3.1. Diga quais das ofirmacoes aboizo sao verdadeiras, justificando a sua
resposta.

1. {1,2,3} = {3,1,2)
. {1,2,2,3} = {1,2,3}

Ny

9

. {1,2,3} = {z|z seja nimero natural menor ou igual a 4}

Exercicio 1.3.2. O conjunto {1,2,3} € disjunto do conjunto {2,5,4}¢ Por que?



Exercicio 1.3.3. Descreva cada conjunto abairo utilizando wma lei de formacgao.
1. A=10,2,4,6,8,...}
2. B={0,1,2,3,...,9}
Exercicio 1.3.4. Quais dos conjuntos abairo sdo unitdrios e quais sao vazios?
1. A={zlz<texz>13}.
2. B={z|r é inteiro e z*=3}.
3. C ={z|0.z =2}.
4 D={z)22+1=T}.
5. E={z|0.z =0}.
6. F={zlz>%ex <3}
7. G ={z|r é divisor de zero}.
8. G = {z|r é divisivel por zero}.

Exercicio 1.3.5. Seja A = {0,1,2,{1},{1,2}}, B = {1,2,3} e C = {{1}}, analise e
classifique cada uma das sentencas abaizo em V (as verdadeiras) e F' (as falas).

1. 3¢ A
2. 3eB.

3. CeA

=

. {1} € A.

. {1,2,3} € B.

O

6. {1} e C.
7.3 C A

8 3 CB.

9. C C A

10. {1} Cc A

11. {1,2,3} C B.

12. {1} c C.



1.4 Operacoes Envolvendo Conjuntos

Definigao 1.4.1. Sejam A e B dois conjuntos quaisquer. Chama-se a Uniao de A e
B o novo conjunto, representado por A\J B, definido por:

AUB={z|zr € A ou z € B}. (1.1)

Dizer que “x pertence a AU B” é o mesmo que dizer que pelo menos uma das
sentencas a seguir sempre vale: “z pertence a A” ou “x pertence a B”. Daqui, resulta
imediatamente o Teorema 1.4.1.

Teorema 1.4.1. Quaisquer que sejam os subconjuntos A e B tem-se A C (AU B) e

B C (AUB).

Demonstragao 1.4.1. Ve A= r e Aour e B=xc AUB=AC AJUB. Por
outro lado, Vte B=rx€ Aouzre B=rc AUB=BCAUB.

a

Os diagramas de Euler-Venn ajudam a visualizar a Uniao entre conjuntos. Na
Figura 1.2 esta representado dois conjuntos, A e B. A regiao sombreada representa a
uniao dos conjuntos.

Figura 1.2: Diagrama de Euler-Venn representando a uniao de A e B.

Teorema 1.4.2. Sejam A e B dois conjuntos quaisquer. Entdo:

AUuB=BUA. (1.2)
Demonstragao 1.4.2. re AUBsrcAoure B reBoure A re BUA.
O

Em outras palavras a operacao Uniao entre dois conjuntos é uma operagao co-
mutativa. Outras propriedades importantes da uniao entre conjuntos é apresentada no
Teorema 1.4.3.

Teorema 1.4.3. Sejam A, B ¢ C conjuntos quaisquer. Entdo:



1. AuA=A
2. AUD=A
3 (AUB)UC =AU (BUC).

Demonstragao 1.4.3. . zeAscrzecAoureAs e AUA
2 zcAuUlercAourele e A poisz &

3 r€e(AUB)UC s rce(AUB)ourzeceCerxcAouxcBourxeC & e
Aouze(BUC)exze AU(BUC).

a

Em outras palavras o Teorema 1.4.3 garante que a operacao de uniao entre con-
juntos é uma operacao idempotente, com elemento neutro e associativa.

Definicao 1.4.2. Sejam A e B dois conjuntos quaisquer. Chama-se a interseccao de
A e B o novo conjunto, representado por AN B, definido por:

AnB=A{z|lre Aez e B}. (1.3)

Dizer que “z pertence a A M B” é o mesmo que dizer que as duas sentencas a
seguir valem ao mesmo tempo: “x pertence a A" e “x pertence a B”. Desta deflinicio,
chega-se ao Teorema 1.4.4.

Teorema 1.4.4. Quaisquer que sejam os subconjuntos A e B tem-se (AN DB) C A e
(AnB) CB.

Demonstragao 1.44. Vi e ANB=cecAexeB=xrc A= ANB C A. Por outro
lado, Vvt e ANB=a2cAexeB=xcB=ANBCB.

a

Assim como a operacao Uniao, a operacao Interseccao é uma operacao comutativa,
como demonstrado no Teorema 1.4.6.

Teorema 1.4.5. Quaisquer que sejam os subconjuntos A e B tem-se que

ANB=BNA. (1.4)

Demonstragao 1.4.5. re AnNBercAexe BsreBerec A re BNA

a

A operacao de interseccao também é uma operacio idempotente, com elemento
neutro e associativa, como visto no Teorema 1.4.6.



Teorema 1.4.6. Sejam A, B e C' conjuntos quaisquer e U o conjunto universo. Entao:

1. ANA=A
2. AnU = A,

3. (ANB)NC = AN(BNC).

Demonstragao 1.4.6. Erercicio.

1.5 Exercicios
Exercicio 1.5.1. Mostre que:
1. AnQ =0;
2. AUB=B &< AC B;

3. ANB=A< ACB;

e

AN(AUB) = A;

S

AU(ANB)=A;
6. AN(BUC)=(ANB)U(ANC);
7. Au(BNnC)=(AuB)Nn(AuC);
Exercicio 1.5.2. Dados os conjuntos A = {a,b,c}, B = {e,d} e C = {c, e}, encontre:
1. AUB;
2. AUC;
3. BuC;
J. AUBUC;

Exercicio 1.5.3. Classifique cada uwma das afirmacgdes abairo em V (as verdadeiras) e F
(as falsas).

—

.0 c(AuB);

NS

A€ (AUB);
3. (AU B) C A;

e

. (AuB) C (AU B);



5. Bc (AuD);
6. (AuB)C (AUBUC);
Exercicio 1.5.4. Dados os conjuntos A = {a,b,c,d}, B = {b,c.d,e} e C = {c,e, f},

encontre:

—

. AnB;

s

CANC;
3. BnC;

e

. ANBNC;

Exercicio 1.5.5. Classifique cada uma das afirmagoes abairo em V (as verdadeiras) e F
(as falsas).

1. § c (AN B);
2. A€ (ANB);

3. (ANB) C A;

e

. (ANB) C (AN B);

n

. Bc(AND);
6. (ANBNC)C (AN B);

Exercicio 1.5.6. Considere os conjuntos abaizro:

A= conjuntos dos quadrildteros planos.
P={X C A|X tem lados 2 a 2 paralelos}.
L={X C AlX tem 4 lados congruentes}.
R={X C A|X tem 4 dngulos retos}.
Q =1{X C A|X tem 2 lados paralelos e 2 dngulos retos}.
Entao, encontre os conjuntos abaizo:

1. LNP;
2. RNP;
3. LNR;

-

QNR;
4 LnNaQ;
6. PUCQ;

Exercicio 1.5.7. Usando um diagrama de Euler-Venn, como o modelo abaizo, hachure
as regioes representadas por cada um dos conjuntos abairo.



Figura 1.3: Diagrama de Euler-Venn para o Exercicio 1.5.7.

1. AnBnNnC;
2. Au(BndO);
3. AN (BUC);

4. AUBUCY,

Exercicio 1.5.8. Seja A= {1,2,3} e B ={3,4,5}. Entao, encontre:
1. P(A);

2. P(B);
3. P(AN B);
4. P(AUB);

Definigao 1.5.1. Sejam A e B dois conjuntos quaisquer. Chama-se a Diferenca de B
com A, denotado por B — A, ao conjunto definido por:

B-A={zcUlzecBeaxgA}. (1.5)

Definicao 1.5.2. Sejam A e B dois conjuntos quaisquer, tais que A C B. Chama-se o
Complementar de A com relagdo a B, denotado por A° ou C¥, ao conjunto B — A.

Na verdade, o complementar de um determinado conjunto é o contundo formado
por todos os elementos que nao pertence a um determinado subconjunto.

Exemplo 1.5.1. Seja A= {1,2,3,4,5,6}, B={1,3,5} e C = {2,4,8}. Tem-se que:
1. A—B=1{2,46};

X

2. A—C={1,3,56};
3. B—A=0;

<

L C—A={8};

10



5. CE=1{24,6};
6. CY ndo pode ser obtido, pois C & A.

A Figura 1.4 mostra a diferenca de um conjunto B qualquer com um conjunto A.
Neste caso, A nao precisa ser uin subconjunto de B. Ja na Figura 1.5

T v
B
O B
Figura 1.4: Diagrama de Fuler- Figura 1.5: Diagrama de FEuler-
Venn representando a diferenca en- Venn representando o Complemen-
tre dois conjuntos. tar entre conjuntos.

1.6 Exercicios
Exercicio 1.6.1. Mostre que:
1. B—ACA V4;
2. CanB=0;

3. C4UB=A;

4- C_fi =0;
3. C[f =A;
9 A _ .
6. Ca = B:

7. C}érl(ﬁ' = Cé - C(i!
8. Chuc = C5NCE;

Exercicio 1.6.2. Classifique cada uma das afirmagdes abairo em V (as verdadeiras) e F
(as falsas).

1. W c(A-B);
2. (A-B)CB;

11



o

A—B)U(ANB) = 4;

-

A—B)cC (AUB);

5

.
.
. (A= B) C A%
.

6. (A— B) C B;

Exercicio 1.6.3. Usando um diagrama de Euler-Venn, como o modelo abairo, hachure
as regioes representadas por cada um dos conjuntos abaizo.

Figura 1.6: Diagrama de Euler-Venn para o Exercicio 1.6.3.

1. ANBNC;
2. AU(BNC);

3. AN(BUC);

-

AUBUCY,

1.7 Conjunto dos Numeros Naturais

Definicao 1.7.1. Chama-se o Conjunto dos Numeros Naturais, denotado por ¥, o
congunto formado pelos nimeros 0,1,2,3,4,---. Assim, tem-se que

N=1{0,1,2,3.4,-- }. (1.6)

Observe que o zero foi colocado no conjunto ¥ dos mimeros naturais. Na verdade,
existem correntes que consideram o zero como um nimero natural e outras correntes que
sao contra. Nestas notas o zero podera ou nao fazer parte dos niimeros naturais, depen-
dendo da situacao. Esta dificuldade surgiu pelo fato do zero ter sido criado posteriormente,
para suprir a necessidade.

Caso esteja sendo considerado o zero como um nimero natural, pode-se exclui-lo
do conjunto com a seguinte notacao:

12



N ={1,2,3,4,---}. (1.7)

No conjunto ¥ existem duas operacoes, uma chamada de adi¢do e outra chamada
de multiplicacao. Elas sao definidas a seguir.

Definicao 1.7.2. A adic¢ao, denotada por +, € uma fungao de NaX — N, que transforma
o par (a,b) no nimero a+b. A adigao tem as sequintes propriedades:

1. associativa: a + (b+¢) = (a+b) +¢;

2. comutativa: a +b=b+a;

3. eristéncia do elemento neutro: a +0 = a, Va € N;

Definigao 1.7.3. A multiplicacao, denotada por -, é uma funcdo de Na¥ — N, que
transforma o par (a,b) no nidmero a -b. A multiplicagdo tem as seguintes propriedades:

1. associativa: a-(b-c)=(a-b)-¢;

e

comutativa: a-b=1"0-a;

Lo

eristéncia do elemento neutro: a-1=a, Ya € N;

e~

nao tem divisores de zeror a-b=0<a=0o0u b=0;
5. distributiva em relagdo a adi¢ao: a-(b+¢) = (a-b) + (a-c).

Observagao 1.7.1. Na multiplicacao, quando ficar bem claro, o sinal - pode ser omitido.
Por exemplo, no produto a - b, pode-se escrever simplesmente ab. Jd em 3 -4, o simbolo
nao pode ser omitido, pois ficaria 34 ¢ nao 12.

No conjunto N também é definido uma ordem, chamada de menor ou igual e
que é representada pelo simbolo <. Esta ordem apresenta a seguintes propriedades:

1. a ordem é reflexiva: a < a, Va € N;
2. a ordem é anti-simétrica: a < beb<a=a=b;
3. aordem é transitiva: a <beb<c=a <c¢

4. a ordem tem totalidade: Va,beN =a <boub < a;

o

. a ordem tem compatibilidade com a adicao: a < b= a+c<b+e¢, Va,b,ce N

O Primeiro Principio de Indugao é uma afirmacao bastante 1itil para a demons-
tracao de teoremas. Este principio é enunciado a seguir.

Definicao 1.7.4. Seju a € W e suponha que para cada n > a esteja associodo uma
afirmagao P(n). Entao, P(n) serd verdadeira Yn > a desde que seja possivel provar as
seguintes afirmacoes:

13



1. P(a) € verdadeira;
2. Se P(r) € verdadeira para v > a, entao P(r + 1) também é verdadeira.

O Segundo Principio de Indugao também é uma afirmacao bastante util para
a demonstracao de teoremas.

Definigao 1.7.5. Sejo a € N e suponha que para cada n > a estejo associado wma

afirmagao P(n). Entdo, P(n) serd verdadeira Vn > a desde que seja possivel provar as
sequintes afirmacoes:

1. P(a) € verdadeira;

2. Dador > a, se P(k) é verdadeira para r > k > a, entdo P(r) também é verdadeira.
Exemplo 1.7.1. Prove que 1 +n < 2", ¥n > 0.
Solugao:
1-140<2°=1, entdao a afirmagao é verdadeira para n = 0;
2 - Suponha que a afirmagio € vilida pora k. Entio: 1+ (k+1) =24k <242k(7) =
20+k) <2 2F = 981 Logo a afirmacio € verdadeira para k + 1, entio a afirmacdo é
verdadeira Yn = 0 em N,
Exemplo 1.7.2. Prove que 1 +2+3+ .-+ = @ Wn > 1.
Solucgao:

7. 1=+

2
2 - Suponha que a afirmagao é valida para k. Entao: 1 +24--- 4+ k = @ Assim,
L2+ th+hk+1="0 4 pp 1 = (k+1)[E 4+ 1) = B2 Togo, a afirmagio é
verdadeira para k + 1 e, portanto, a afirmacdo € verdadeira ¥n > 1 em N.

=1, entao a afirmacao € verdadeira para n = 1;

1.8 Exercicios

Exercicio 1.8.1. Use o Principio de Inducdo para provar cada wma das afirmacées
abairo:

1L.1+3+5+...+(2n—1)=n’, Vne N

2. 12+2:+3:+...+n2—w1 VneN
4+ 37

n( +m)’ .
2

4.2 42" 422 4 42" =2"_1 VnelN

n(n+1)(n+2)

3.2+5+8+...+(2+3n)= neN

5.1:2+2-343: 4+ . +n(n+l)= . YnelN

1.9 O Conjunto dos Numeros Inteiros 7

Definicao 1.9.1. Chama-se o Congunto dos Numeros Inteiros, denotado por Z, o
congunto formado pelos nimeros 0, +1, +£2, 43, +4 - ... Assim, tem-se que

Z={-,-3-2-1,0+1,42,+3,- - }. (1.8)

14



Observagao 1.9.1. Nos conjuntos numéricos, algumas vezes € interessante ou necessdrio
trabalhar apenas com os nimeros positivos ou negativo, ou mesmo ercluir um destes ele-
mentos. Para isto usa-se uma notagdo de forma que sempre seja possivel visualizar cada
uma destas necessidades. Assim, quando wm conjunto numérico aparece com um asterisco
na parte superior indica-se que o conjunto nao tem o elemento zero; quando ele apresenta
o sinal de + na parte inferior do conjunto ele evcluiu os numeros positivos € se o sinal
for o de — estd excluido os nimeros negativos. Desta forma tem-se que:

1. O congunto do nidmeros inteiros nao nulos:

Z*={..,-3,-2,-1,1,2,3,---} (1.9)

2. O conjunto do nimeros inteiros nao negativos:

Z,=1{0,1,2,3,---} (1.10)

3. O conjunto do numeros inteiros nao positivos:

zZz_={--,-3,-2,-1,0} (1.11)

4. O conjunto do nimeros inteiros posttivos:
Zy ={1,2,3,---} (1.12)

5. O congunto do nidmeros inteiros negativos:

Zi = {"' 5_31 _2*_1} {1‘13)

As operacoes com numeros inteiros sao definidas da mesma forma que as operagoes
de nimeros naturais. Mas ¢ importante ressaltar que as operagoes aplicadas ao conjunto
dos nmimeros inteiros possuemn algumas propriedades que nao aparecem quando aplicadas
ao nimeros naturais. Estas propriedades sao dadas a seguir.

1. Existéncia de elemento oposto na soma: a + (—a) =0, Ya € Z;
2. ab=1=a=1leb=1loua=—-1eb= -1,

3. sea>0eb>0entao ab > 0;

4. Existencia de regas de sinal:

(a) sea <0eb<0,entido ab > 0;
(b) sea <0eb>0,entao ab < 0;
(c) sea>0eb=>0,entao ab > 0;

Observagao 1.9.2. A operacao subtracao é wm caso particulor da soma, onde a —b nada
mais € do que a soma do elemento a com o aposto de b, isto é, a —b=a+ (—b).

15



Definigao 1.9.2. Seja L um subconjunto nao vazio de Z. Entao, diz-se que L € limitado
infertormente se exriste um elemento a € Z tal que a < x, Vo € Z. Analogamente, diz-
se que L ¢ imitado superiormente se eriste um elementoa € 7 tal quea = x, Vo € 7.

No conjunto dos niimeros inteiros tem o chamado Principio do Menor Numero
Intetro, ele diz o seguinte: se L é um subconjunto nao vazio de Z e se L é limitado infe-
riormente, entao existe um elemento [, € L, tal que Iy < z, Vo € L.

Teorema 1.9.1. O ndmero ly definido anteriormente € inico.

Demonstragao 1.9.1. Seja L wm conjunto ndo vazio de nimeros inteiros limitado infe-
riormente. Suponha que exista em L 1y el; de forma quely < x, Ve € Lel) <z, VYo & L.
Entao, lyg <1y, pois ly € L ely <1y, pois lg € L. Entao, pela anti-simetria da relagao de
ordem nos niumeros inteiros tem-se que lop = 1.

a

Observagao 1.9.3. Qualquer nimero a € Z, tal que a < x,¥x € L é chamado de Cota
Inferior de L. O dnico numero ly que eriste num conjunto L, nao vazio de nimeros
naturais limitado inferiormente, de forma que ly < x, Yo € L € chamado de Minimo do
conjunto L.

Exemplo 1.9.1. O conjunto A = {—2,0,2,4,6,---} énao vazio e limitado inferiormente.
Ele possui os nimeros —2, =3, —4,--- como cotas inferiores. O minimo do conjunto A
é—2. Jd o conjunto B ={---,—8,—6,—4,—2,0} ndo ¢ limitado inferiormente, logo ele
nao possui uma cota inferior.

De maneira andloga tem-se o chamado Principio do Maior Niimero Inteiro:
se L é um subconjunto nao vazio de Z e se L é limitado superiormente, entao existe um
elemento [y € L, tal que Iy > =, Vo € L. Qualquer ntimero ¢ em Z, de forma que
a > x, Yo € Z é chamado de Cota Superior de L. O mimero [y definido anteriormente
é chamado de Maximo de L.

Exemplo 1.9.2. O conjunto A ={—2,0,2,4,6,---} ndo ¢ limitado superiormente, logo
ele ndo possui cotas superiores e nem mdrimo. Jd o conjunto B = {--- , —8,—6,—4,—2,0}
€ nao vazio e limitado superiormente, os numeros 0,1,2,3.4,--- sao cotas superiores de
B. O mdzximo do conjunto B € 0.

Observagao 1.9.4. O Conjunto dos nimeros inteiros Z pode ser represento sobre uma
reta orientada da sequinte maneira:

1. Indique o sentido positivo da reta;
2. tome um ponto de origem sob a reta orientada;

3. estabelega wma wnidade de comprimento v # 0 e, a partir da origem e no sentido
positivo, marque uma unidade u de comprimento estabelecendo o nimero 1;

B

para todo inteiro positivo n marca-se o segmento nu, no sentido positivo, desde a
origem, obtendo uma representacdao para o nimero n, como sendo a outra ertremi-
dade do segmento nu.
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5. analogamente, para todo inteiro negativo n marca-se o segmento nu, no sentido
negativo, desde a origem, obtendo uma representacdio para o numero —mn, como
sendo a outra ertremidade do segmento nu.

Assim, os niimeros inteiros podem ser representados conforme a Figura 1.7.

Figura 1.7: Uma representacao dos niimeros inteiros numa reta orientada.

O conceito de Divisores e Multiplos sao de grande importancia na matemaética.
Definigao 1.9.3. Diz-se que um nimero inteiro a é divisor de wm numero inteiro b ou

que a divide b ou que b é mailtiplo de a, e denota-se por alb, se existe um niumero ¢ € Z,
tal que, b = ac.

Definigao 1.9.4. O conjunto dos divisores de a, denotado por D(a), é formado por todos
os elementos ¢ € Z tais que cla. Ou seja:

D(a) ={ce Z| cla} (1.14)
Exemplo 1.9.3. 1. 2|12, pois 2.6 = 12;
2. 3| — 18, pois 3.(—6) = —18;

3.4

0, pois 4.0 =0,

Observagao 1.9.5. O zero nao ¢ divisor de nenhum nidmero, pois nao existe nidmeros
inteiros a e b, diferentes de zero, tal que ab = 0.

Definigao 1.9.5. O mddulo ou valor absoluto de wm nidimero a, denotado por |a|, é
definido por:
a, sea =10

jaf = —a, sea<0

(1.15)

Da Definicao 1.18.1 tem-se que o médulo de num niimero é sempre um niimero nao
negativo. Além disso, ¢ possivel demonstrar as seguintes propriedades:

1. |a| = 0, para todo a € Z;
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Lo

la] =0<a=0;

3. |a|.|b] = |ab

, para todo a e b em Z;

4. |af* = @, para todo a € Z,;

ot

la + 0] < |a| +|b

, para todo a e b em Z (Desigualdade Triangular);

6. la—0] = |a| —1|b

, para todo a e b em Z;
7

. Sea >0, entao |z| <ae —a <z <aq
8. 8ea>0,entao |z| 2a= —a<zouzx > a;
Observagao 1.9.6. Estas propriedades sio importantes e deveram ser demonstradas de-
pois que for estudado o Conjunto dos Numeros Reais.
1.10 Exercicios
Exercicio 1.10.1. Descreva cada um dos conjuntos abaizo:
1. D(6);
2. D(-18);
3. D(—24);

e

D(16);

o

D(—24) N D(16);
6. M(4);

7. M(—10);

8. M(-9);

9. M(6);

10. M(=9) N M(6);
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1.11 O Conjunto dos Numeros Racionais

Seja g € Z* de forma que ¢ # 1 e ¢ # —1. Entao tem-se que nao existe o inverso
multiplicativo de g em Z, ou seja, nao existe wmn nimero p € Z, tal que, gp = 1. Por isto,
nao é possivel definir uma operacao de divisao para todo par de niimeros inteiros.

Definicao 1.11.1. Chama-se 0 Conjunto dos Numeros Racionais, e denota-se por
@
@, o conjunto formato por todos os mimeros da forma 7 (ouafb) onde a,be Z ¢b 0.

Isto é:
Q= {z|r = % onde a,be Z e b0}, (1.16)

Observagao 1.11.1. 1 - Assim como o conjunto dos nimeros inteiros pode-se usar ape-
nas alguns simbolos para representar parte dos conjuntos racionais, como por exemplo Q*
é o conjunto dos niimeros racionais nao nulos.

2 . . ) , a c
2 - E possivel comparar duas fragoes com a seguinte propriedade: 757 & ad = be.

3 - As operacoes de adi¢io e multiplicacao sao definidas de forma a wtilizar as operacdes

definidas para o congunto dos niumeros inteiros. Por isto, a adi¢do de duas fragdes é

. d + be v ©
definida como a seguir: % + g = GT—;C e a multiplicagao é definida por: %g - %’

., a - .
4 - O nidmero da forma 3 chama-se de frag¢do, o nimero a chama-se numerador e

o numero b chama-se denominador.

5 - Quando o numerador a e o denominador b de uma fragio tem o mde(a,b) = 1,
diz-se que a fragao € trredutivel.

1

6 - Tem-se que todo ndmero inteiro a pode ser escrito da forma — entao, todo nimero

inteiro também € wm niumero racional e, por isto, Z C Q).

7 - A ordem “menor ou igual” dos niimeros racionais é definida de maneira simétrica
. o, , . a _c ad _cb
a ordem para numeros inteiros. Ela é definida por: — < - & — < —,
b~d bd ™~ bd
Sobre as propriedades envolvendo a adicao e multiplicacao dos niimeros racionais,
tem-se que elas obedecem a propriedades idénticas as operacoes envolvendo nmimeros in-
teiros. ou seja:
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1. a adicao de niimeros racionais é associativa;

2. a adigao de ntuneros racionais é comutativa;

3. existe o elemento neutro na soma de nimeros racionais;

4. existe o elemento oposto na soma de niimeros racionais;

5. a multiplicacao de niimeros racionais € associativa;

6. a multiplicacdo de niimeros racionais é comutativa;

existe o elemento neutro na multiplicagao de ntimeros racionais;

8. existe a distributiva da multiplicacao em relacao a adicao de niimeros racionais.
Existe uma outra propriedade envolvendo niimeros racionais que nao existe para

todos os mimeros inteiros, que é a propriedade que garante a existéncia do inverso de um

. a .. . : a . . . : b
nidmero -, isto é, para todo mimero racional 5 hao nulo existe outro ntmero racional —
a

de forma que:

=1. (1.17)

o =2
=~

Observacao 1.11.2. Observe que a operacao divisao é uma operacao que aparece em con-
sequiéncia da operacao multiplicacao dos nimeros racionais em conjunto com a eristéncia
do inverso dos numeros racionais. Ela pode ser vista como a seguir:

b € Q" tem-se que

a c

b'd
a ¢

b d’

Todo mimero Decimal Exato também é um ntimero racional, pois sempre que

tem-se um niimero decimal exato na verdade tem-se um niimero que é a divisao de um

determinado niimero por uma poténcia de 10. Para exemplificar, tem-se que:

d
= 1.18
: (1.18)

_“
=

2

0,02 = 155 (1.19)
1234

1,234 = 1o (1.20)

Uma Dizima Periddica é um niimero decimal nao exato que tem uma repeticao,
a partir de um determinado algarismo, de um elemento chamado de periodo. Por exemplo,
o nimero decimal 0, 111... é wna dizima periodica pois o 1, que é o periodo, esta repetido
antes da reticencias pelo menos duas vezes; o numero 0, 1223234234... também é uma
dizima periodica, cujo periodo é o elemento 234; ja o ntimero 0,101001... nao é uma
dizima periddica, pois nenhum grupo de elementos repete duas vezes antes da reticéncias.
Existem dizimas periédicas chamadas de simples e de compostas: uma dizima periédica
simples é aquela que nao possui elementos diferentes do periodo na parte decimal e se
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existir um nimero na parte decimal que nao faz parte do periodo entéo tem-se que a dizima
periddica € composta. Assim, por exemplo, a dizima 0,111... é wma dizima periddica
simples enquanto a dizima 0,1223234234... é uma dizima periédica composta.

Uma maneira de transformar uma dizima periodica em fracao é usando soma de
PG infinita. Observe que:

11 1
R R S T )
0111 = o= + w0+ Toes + (1.21)

entao, a dizima periddica 0, 111... pode ser pensada na soma dos elementos da seqtien-
1

1071007 1000°

_ 1 . S
elementos de uma PG de razao 10 Entao, como a PG é infinita tem-se que a sua soma

cia ( -+ ). Logo, a dizima periddica pode ser vista como sendo a soma dos
é dada por

aq
o

e 22
—¢ (1.22)
onde ¢y € o primeiro termo da PG e ¢ é a razao da PG. Logo, para a dizima 0, 111...
tem-se que:
5 1
0,111... =19 =, (1.23)

1—11—0 9

23 42.
Com isto, tem-se que: 0,2323... = 99’ 0,423423... = 999" etc.

Observacao 1.11.3. O que ocorre se a parte inteira da dizima periddica nao for zero
ou se a dizima periddica nao for simples? Nada de diferente, por exemplo, para wma
dizima periodica com parte inteira nao nula pode-se proceder como a sequir: 1,111... =

14+0,111... = 1+ 7= 9o Para uma dizima periodica composta, pode-se proceder
de uma maneira semelhante, apenas com algumas adaptacoes: se x = 0,2111... entao
1 19
10z =2,111...=24+0,111.. =24+ - = — =z =—.
. " 9T T T @

Portanto, os niimeros racionais é formado por todas as fracoes, todos os niimeros
inteiros, todos os niimeros decimais exatos e todas as dizimas periddicas.

1.12 Exercicios

Exercicio 1.12.1. Transforme cada um dos nimeros decimais abaizo em uma fracdo
irredutivel:

1. 0,4;
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o ’ .15 11 18 0 47 2

Exercicio 1.12.2. Cologue os nimeros racionais —, —, —, 1, — e —.

16712719 748 3

Exercicio 1.12.3. Mostre que entre quaisquer dois niimeros racionais a e b, com a < b,
existe um numero racional ¢ de forma que a < ¢ < b.

1.13 O Conjunto dos Niumeros Irracionais [

Quando os pitagdricos estava estudando triangulos retangulos isésceles de lado
medindo uma unidade, apareceu um niimero que viria a mudar toda a matematica da
época, pois tinha-se que a hipotenusa de tal triangulo ao quadrado é 2, ou seja, tem-se
que a hipotenusa de um triangulo retangulo de catetos medindo 1 é v/2, que néo era um
mimero racional. Nascia entao, o conhecimento sobre os niimeros irracionais.

Definicao 1.13.1. O Conjunto dos Numeros Irractonats, denotado por I, é for-

. . @ ‘
mado por todos os nimeros que nao podem ser escritos na forma —, a,b e Z. Assim:

I= (] ¢ Q). (1.24)

Observagao 1.13.1. 1 - O conjunto I € formado por dizimas nao periddicas e raizes nao
eratas.

2 - As operagoes de adi¢ao e multiplicagao sao definidas do mesmo modo que para os
conjuntos dos nimeros racionais.

3 - A ordem “menor e igual” para os nimeros irracionats também sdao definidas da mesma
forma que para os conjuntos dos nimeros racionais.

Exemplo 1.13.1. 7 - v/2=1,414213562...;

2 - /3 = 1,732050807...;

3 -e=2TI828... (este é o nimero de Euler);

4 -7 =3,1415926535897932... ( 7 € razdo entre o comprimento de uma circunferéncia e
o seu diametro;

5 - 1,23450030402..... (wma dizima nao periddica qualquer).

1.14 Conjunto dos Niumeros Reais
Definicao 1.14.1. O conjunto dos Numeros Reais, denotado por R, € o conjunto formade
por todos os nimeros que podem ser escritos na forma de fracdao (os nidmeros racionais)

e as dizimas nao periddicas (os nimeros irracionais). Entao:

R=QuUI (1.25)
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Observagao 1.14.1. [ - As operagées de adigao e multiplicacao (juntamente com as suas
propriedades) para os nimeros reais sio as mesmas que sio definidas para os nimeros
racionais.

2 - A ordem “menor e igual” (juntamente com as suas propriedades) para os nimeros
reais ¢ a mesma que vale para os nimeros racionais.

3 - Assim como os outros conjuntos numéricos, pode-se usar os simbolos R*, R, ete.,
para representar partes do conjunto dos nimeros reais.

4 - Os nimeros reais podem ser representados sobre a reta numérica da mesma forma que
os numeros inteiros. Se o ponto P representa o numero a, entao diz que P tem coorde-
nada a e que a é a coordenada de P.

5 - As regras de sinais para os nimeros reais sio as mesmas definidas para os nimeros
inteiros.

6 - A soma e o produto de dois numeros inteiros é também wm numero inteiro; a soma e
o produto de dois nimeros racionais também € wmn nidmero racional; a soma, o produto,
o quociente e a vaiz de dois ndumeros reais € também um numero real.

7 - A soma e o produto de dois niimeros irracionais é sempre irracional? Resposta: NAO,

por exemplo: (1+v2)+ (1 —-v2)=2¢ T eV3xvV3=3¢1.

Tem-se que o conjunto dos nimeros reais é formado por todos os niimeros conheci-
dos, exceto as raizes de indice par com radicando negativo, por exemplo: /—4, +/—81,
etc. Entao, todos os pontos da reta numérica representam algum nuimero real e, por
isto, sempre que tomamos uma quantidade de pontos entre dois nimeros reais @ e b (com
a < b), na reta numérica, tem-se o chamado entervalo de pontos na reta numérica
ou o tntervalos de numeros reais. Os intervalos numéricos limitados entre a e b sao
definidos como a seguir:

—_

. Intervalo Aberto é o conjunto

Ja,b[={z € Rla < = < b}. (1.26)

[ ]

. Intervalo Fechado é o conjunto

[a,b] = {z € Rla < z < b} (1.27)

3. Intervalo Semi-Aberto a Esquerda é o conjunto

Ja,b] = {z € R|a < z < b} (1.28)

.

. Intervalo Semi-Aberto a Direita é o conjunto

[a,b]= {z € R|a < z < b} (1.29)

Para exemplificar cada um destes intervalos, observe na Figura 1.8 (1) tem-se a
representacao do intervalo fechado entre a e b; na Figura 1.8 (2) tem-se a representagao
do intervalo aberto entre @ e b; na Figura 1.8 (3) tem-se a representacao do intervalo
semi-aberto a esquerda entre a e b e na Figura 1.8 (4) tem-se a representacao do intervalo
semi-aberto a direita entre a e b.
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(1
a b
»>(2
5 , (2)
— (3)
a b
>(4)
a b

Figura 1.8: Representacao de intervalos numéricos limitados entre a << b.

Observagao 1.14.2. Nao se esqueca que o0s intervalos numéricos sao conjuntos, por
isto, € possivel efetuar as operagoes de unido, interseccao e diferenca entre dois ou mais
intervalos.

Exemplo 1.14.1. Considere os conjuntos A= [2,4], B =] —1,3], C =[0,5][ e D =|1,5].
Faca cada wma das operagies desejadas: AN B, AUB, AnC, AUC, AnD, AU D,
BNnC,BuC,BnD,BUD,CnD,CuD, AnNBNC, AuUBUC, AnBnNnD, AUBUD,
ANnCnD, AUCUD A-B,B—A A-C,C—A A-D,D—-A, B-C;C-B,
B-D,D-B,C—-D,D-C.

SOLUCAO:
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Existem também os intervalos infinitos, que podem ser numa diregao ou podem
ser infinitos nas duas diregoes. Os intervalos numéricos ilimitados sao definidos por:

1. Intervalo Infinito Aberto 4 Direita é o conjunto

| —oc,a[={zeR

r<al (1.30)

2. Intervalo Infinito Fechado a Direita é o conjunto

] —o0,a] = {z € Rz < a} (1.31)

%)

. Intervalo Infinito Aberto & Esquerda é o conjunto

Jb, +00[= {x € R|b < z}. (1.32)

4. Intervalo Infinito Fechado & Esquerda é o conjunto

[b, +oo[= {z € R|b < z}. (1.33)
5. Intervalo Infinito A Esquerda e & Direita é o conjunto
R =] — oo, +oc[= {r € R|z € R} (1.34)
1
3
b
4
b
5

Figura 1.9: Representacao de intervalos numeéricos ilimitados.

Para exemplificar cada um destes intervalos, observe na Figura 1.9 (1) tem-se a
representacao do intervalo ilimitado a esquerda aberto em a e na Figura 1.9 (2) tem-
se a representagao do mesmo intervalo mas fechado em a; na Figura 1.9 (3) tem-se a
representacao do intervalo ilimitado & direita aberto em b e na Figura 1.9 (4) tem-se a
representacio do intervalo mesmo intervalo mas fechado em & Por fim, na Figura 1.9 (5)
tem-se a representacao do intervalo ilimitado & esquerda e a direita.
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1.15 Exercicios

Exercicio 1.15.1. Considere os conjuntos A = [2,+oc[, B =] — 0,3], C' =] — 1,40o0[ €
D =] — 0o, =5[. Faca cada uma das operagoes desejadas: ANB, AUB, AnC, AuC,
AnD, AuD, BNC, BUC, BND, BUD, CnD, CUD, AnBNC, AUBUC,
AnBND, AUBUD, AnCnD, AUCUD A—-B,B—A A-C,C—A, A-D,
D-A B-C;C-B,B-D,D-B,C—-D,D-C.

1.16 Desigualdades

Usando as propriedades que a ordem “menor ou igual” tem, é possivel definir
algumas outras “ordens” para os nimeros reais. Elas sao apresentadas abaixo.

Definicao 1.16.1. Se a e b sao dois nimeros reais, entao:

1. diz-se que a < b se, e somente se, b — a for positivo;
2. diz-se que a > b se, e somente se, a — b for positivo;

3. diz-se que a < b se, e somente se, for vdlida qualquer uwma das relagoes: a = b ou
a < b;

R

diz-se que a = b se, e somente se, for valida qualquer wma das relagoes: a = b ou
a>b.

Exemplo 1.16.1. 1. 3 <5 pois > —3 =2 e 2 é positivo;
2. =10 < —6 pois —6 — (—10) = 4 e 4 € positivo;

8. 7T>2poisT—2=05eb ¢ positivo;

1 1
e e

12 12

> é positivo.

e
e | OO

o
W bo

W o

018 — —
oy

Observacao 1.16.1. AS afirmagoes a < b, a > b, a < b e a = b sao chamadas de
desigualdades, sendo que as duas primeiras (sem a igualdade) sio chamadas de de-
stgualdades estritas e as outras duas sio chamadas de destgualdades nao-estritas.

O Teorema 1.16.1 sao demonstrados facilmente usando a Definicao 1.16.1.
Teorema 1.16.1. Para quaisquer que sejas 0s ndmeros reais a,b e ¢ tem-se que:
1. a >0 se, e somente se, a for positivo;

2. a < 0 se, e somente se, a for negativo;
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1.16. DESIGUALDADES 33

3. 8ca>0eb>0, enttoa+b=>0eab=>0;
4. sea<beb<c, entio a < c;

5. sea<b, entaioa+c<b+c;

6. sea<bel<c, entio ac < be;

7. sea < bec<, entio ac > be;

8 sea<bec<d, entio a+b< c+d.

Demonstragao 1.16.1. Ezercicio.
O

Observe que o Item 6 do Teorema 1.16.1 estabelece que se ambos os membros de
uma desigualdades sao multiplicados por um nimero positivo entao o sentido da desigual-
dade nao se altera. Ja o Ttem 7 do Teorema 1.16.1 estabelece que se ambos os lados da
desigualdade sao multiplicados por um nimero negativo, entao a desigualdade deve ser
invertida.

Observagao 1.16.2. Como a divisao de dois nimeros reais é o mesmo que multiplicar
pelo inverso, o procedimento utilizado pela divisio, em relacao ao sentido da desigualdade
é o mesmo utilizado pela multiplicagdo, como apresentados no Teorema 1.16.1.

Geralmente usa-se intervalos para representar conjuntos-solugoes de desigual-
dades, sendo que o conjunto-solugao de uma desigualdade é o conjunto de todos os niimeros
reais que satisfazem a desigualdades.

Exemplo 1.16.2. Encontre o conjunto solucao da desigualdade 2+ 3z < bz + 8.
SOLUCAO:

243z <br+8=24+3rx-2<dzx+8 -2 3z <br+b63x—-5r <dzx+6—-5r
—2r<be -2 (—%) =06 (—%) < x > —3. Portanto, o conjunto solugao da desigualdade
€ o intervalo | — 3, +0oc].

Exemplo 1.16.3. Ache o conjunto solugio da desigualdade 4 < 3z + 2 < 10.
SOLUCAO:

Observe que neste caso existem duas desigualdades: 4 << 3z 4+ 2 e 3o+ 2 < 10. Pode
resolvé-las ao mesmo tem, o que pode ndao ser tao fdcil em todos os casos, ou resolver
cada wma em separado e depois encontrar a solucao do problema. Assim,

2 8
4<3x+2<:>3.r>4—2<:>.’5>§ 93.’4:—1—2§10<f,»3.r§10—2<:>:c§§, Entao, o
conjunto-solucao da desigualdade tem que satisfazer x > % exr < % Portanto, como visto

na Figura 1.10, tem-se que o conjunto-solucao da desigualdade € dado por ]% §]

27



83

MpEPEEY W S ——

83

Figura 1.10: Obtendo a solucao do Exemplo 1.16.3.

L

Exemplo 1.16.4. Encontre o conjunto solucdo da desigualdade Lo
T
SOLUCAO:

Observe que o denominador da desigualdade pode ser positivo ow negativo e, por isto,
nao podemos multiplicar ambos os lados da desigualdade por x, sem prestar atencdao neste
- -

7 7
detalhe. Assim, — >2 = 2r<Teax>0=0<a < 5 Portanto, o conjunto solugio da
T 2

desigualdade ¢ dado por |0, ;—[

Exemplo 1.16.5. Encontre o conjunto solugao da desigualdade — : 3 < 4.
SOLUCAO:
5 r—4(x—3 —3x+ 12
Tem-se que <4©%—4<0@LU<0<:>L<0.
— T —. T — - —
Entao o conjunto solugdao da desigualdade é o conjunto de todos os pontos gue satisfazem

r+ 12

, -3 2 L
a desigualdade ——3 < 0. Observe que neste caso tem-se a divisao de duas sentencas,

que podem ser poéitz’w(‘zs ou negativas. Entdo, € necessirio fazer um estudo do sinal destas
erpressoes, pois se ambas tem o mesmo sinal, entao o quociente fica positivo e se elas
tem o sinal diferentes o quociente fica negativo. Assim, para o expressio do numerador,
tem-se que para x = 4, o numerador fica zero, para ndmeros maiores do que 4 o numer-
ador fica negativo e para nimeros menores do que 4 o numerador fica positivo. Para o
denominador, tem-se que para para x = 3, o numerador fica zero (mesmo ele nunca po-
dendo assumir este valor), para nimeros menores do que 3 o denominador fica negativo e
para nimeros maiores do que 4 o denominador fica positivo. Assim, como visto na Figura
1.11, o econjunto solugdio da desigualdade é dado por | — oo, 3[U]4, +o0l.

1.17 Exercicios

Exercicio 1.17.1. Ache o conjunto solugdo de cada uma das desigualdades abaizo.

1. Sz +2>z—6;
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1 |
1 I
1 |
_ + L+
— T
IS I
1 |
1 I
1 + O
T N
1 \l
1 I
1 I
- + _
3 4

Figura 1.11: Obtendo a solucao do Exemplo 1.16.5.

2. 3—x<b+ 3z

8 2<5-3x <11
4 2
9. ——3>—-T7;
T T
= .
0.3 <3
r 4
2
11. l, < —
r+1 3r—1
12, .?:+1< x
2—x 3+

138. 2% > 4;

15 (z =3)(xz+5)=0;
16. 2* —3x+2>0;
17 1 —x —22% > 0;
18. 2*+3z+1> 0;

19. 42? + 92 < 9;
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20. 22> — 6z +3 < 0;

1 4
> .
3z —7 — 3—2z

21.

22 23+ 1>+

1.18 Valor Absoluto

O conceito de valor absoluto de um niimero real é utilizado em algumas definicoes
importantes, como a definicao de Limite de Funcoes. Também, em muitos casos, é
necessario trabalhar com designaldades envolvendo o mdédulo. Assim, para relembrar,
tem-se que:

Definigao 1.18.1. O walor absoluto de =, denotado por |z|, é definido por:

e z, sex > 0 or
|2l = { —z, se x < 0. &2

Da Definicao 1.18.1, tem-se que o valor absoluto de um niimero é sempre maior ou
igual a zero. Geometricamente, o modulo de um niimero pode ser enxergado como sendo
a sua distancia ao zero e, para um caso geral, |a — b| pode ser enxergado como sendo a
distancia de ¢ a b, sem a preocupacao de quem é o maior mimero.

Teorema 1.18.1. |z| <a < —a < & < a,Va > 0.

Demonstragao 1.18.1. |z| < e < r<aex 20, ou —r<aex<0s0<z<
aou —a<r<0& —a<r<a

a
Corolario 1.18.1. |z| <a < —a <z <a,Ya > 0.
Demonstragao 1.18.1. Ezercicio.

a
Teorema 1.18.2. |#| >a & x < —a ou x > a,¥a > 0.
Demonstragao 1.18.2. Exercicio.

a
Corolario 1.18.2. |z| > a < 2 < —a ou z > a,¥a > 0.
Demonstragao 1.18.2. Ezercicio.

a

30



Exemplo 1.18.1. Resolva cada wma das equac¢des modulares a sequir: |3z + 2| = 5;
|22 — 1| = |4z + 3| e |Bx + 4] = —3.

SOLUCAO:

Para o primeiro caso tem-se que |3z +2| =5 & 3r+2 =5o0u3dr+2= -5 &
r=1ouzx= _T{

Para o sequndo caso, tem-se que ou os dois tem o mesmo sinal ou os dois tem sinais
diferentes, mas com o mesmo mddulo. Assim, 2o —1 =4z + 3 ou 2z — 1 = —(4da 4 3),
ou seja, 2z = —4 ou bz = —2. Logo, vt = =2 ou xz = _Tl

Para o dltimo caso, observe que o mddulo é igual a wm nimero negativo, o que € um
absurdo, visto que o valor absoluto de wm nimero é sempre maior ou igual a zero.

Exemplo 1.18.2. Ache o conjunto solugao da inequagao |x — 5| < 4.
SOLUCA O:

lt =5l <4e d<ar-h<deb-4d<as<b+de 1l <a <9 Portanto, o
conjunto solucao da inequagao € S =]1,9[.

Exemplo 1.18.3. Ache o conjunto solugdo da inequagdo |3z + 2| > 5.

SOLUCAO:

Bz+2|>5e3x+2>5omdr+2< -bhelde>3mdrc -Ter>1 o-u-:c<—§.
Logo, o congunto solugio da equagio é dada por | — oo, —%[U]l. +o0l.

Observagao 1.18.1. O simbolo \/a, para a > 0, representa o dnico nimero real x nao

negativo tal que z? = a.

Exemplo 1.18.4. Ache todos os valores de x para os quais a raiz \/x* + Tz + 12 repre-
sente um ndmero real.

SOLUCAO:

P24+ Te+12=(r+4)(z+3) = V2 +Te+ 12 éreadl & (z + 4)(z+3) >0 2 < —4
ou x > —3. Logo, a raiz representa um nimero real para todo x €] — oc, —4] U [—3, 400

Teorema 1.18.3. Se a,b € R, entdo:

1. |ab] = |a] Jo];
a |al

2, |- = —.¥b#0;
=G A0
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3. (Desigualdade Triangular) |a +b| < |a| + |b|;
4. |a—bf < af +b];
5. la] —|b] <|a —b|.

Demonstracao 1.18.3. Ezxercicio.

1.19 Exercicios

Exercicio 1.19.1. Ache os valores de x para que seja vilida nos nimeros reais cada uma
das raizes abairo.

1. V’Sl‘ — 5

2. a2 — 16;
8. V2?2 = 3z — 10;
6. Var+ 2z — 1.

Exercicio 1.19.2. Ache o conjunto solugao de cada wma das desigualdades abaizo.

1 |4z +3|=T;
2. |3z — 8| =4;
3. [hx — 3| = |3z 4+ 5|;

=

=2l =3 —24;

o
-1
8

I

e

|
gy

6. 20+ 3 = |4z + 5
T+2| ..

g v 2|
Jx 4 8

g =4;

*lar 3| =t

9 |lz+4 <T;

10. |2z — 5| < 3;

32



11, |3z —4] < 2;

12, |3z 42| = 1;
13. |h—z|>7;

14. |3 —z| < 5;

15. |7 — 42| < 9;

16. 16 — 22| > 7;

17, |2z — 5| > 3;

18 |z + 4] < |2z —6|;
19. |3z] > |6 — 3z|;
20. |34 2z| < |4—2|;
21. |9 —2x| = |4x|;

22. |5 —2x| > 7;

T+ 2

23. 4.
2z -3 '
KB

2. 6 —bx gl'
3+ 2

1.20 Relacoes

Um par é o conjunto formado por quaisquer dois elementos. Por exemplo, os
conjuntos {1,a}, {3,—1} e {bola, jaca} sao exemplos de pares. Lembre-se que dois
conjuntos sao iguais se eles apresentam os mesmos elementos e, pois isto, os pares {1,a} e
{a, 1} nao sao distintos. Para transformar estes pares em dois pares distintos é estabelecido
uma ordem e com isto obtém-se os pares ordenados.

Definigao 1.20.1. Para cada par de elementos a e b existe um terceiro elemento, chamado
de par ordenado, denotado por (a,b), de forma que

(a,b) =(c,d) = a=ceb=d. (1.36)

Observe que os pares ordenados (3,5) e (5,3) sao dois pares distintos, visto que
na primeira coordenada do par (3,5) é 0 3 e a primeira coordenada do par (5,3) é 0 5 que
é diferente de 3, logo os pares sao distintos.

Definigao 1.20.2. O conjunto de todos os pares ordenados de nidmeros reais é chamado
de plano numérico real {ou simplesmente plano real), sendo denotado por R2. Cada par
ordenado do plano real € chamado de ponto do plano.
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Da mesma forma que é possivel estabelecer uma relagao do conjunto R com a
reta numérica (espaco unidimensional), é possivel estabelecer uma relacao do R? com os
pontos de um plano geométrico (espago bidimensional). Toma-se uma reta horizontal no
plano geométrico, sendo chamada de eixo das abscissas. Em seguida toma-se uma
reta vertical chamada de eixo das ordenadas. O ponto de encontro das duas retas é
chamado de origem e é denotado por Q. A Figura 1.12 apresenta uma representacao do
R2%, que é chamado de plano cartesiano.

Geralmente representa-se os pontos do plano cartesiano por (z,y) e, por isto, o
representa as abscissas e o y representa as ordenadas. Uma conseqiiencia disso é que em
vez de se chamar de eixo das abscissas e eixo das ordenadas, chama-se de eixo z e eixo y,
respectivamente,

Figura 1.12: Um exemplo de representacao do plano cartesiano.

Depois de estabelecido o plano cartesiano escolhe-se uma medida de comprimento,
sendo que geralmente usa-se a mesma para os dois eixos. O sentido de crescimento que
geralmente é usado é para a direita, no eixo das abscissas, e para cima, no eixo das
ordenadas. Com isto tem-se que a direita da origem os pontos do eixo x sao positivos e a
esquerda siao negativos e acima da origem os pontos do eixo y sao positivos e abaixo sao
negativos.Na origem tem-se abscissa zero e ordenada zero. Assim, tem-se que O = (0,0).

Para cada ponto P do plano existe uma abscissa x e uma ordenada y que o
representa no plano cartesiano. Assim, tem-se que P = (x,y), podendo ser representado
simplesmente por P(z,y). Para representar o ponto P no plano cartesiano proceda-se
como a segli: marque a abscissa X no eixo z; marque a ordenada y no eixo y; trace a
paralela ao eixo y, passando pelo ponto x, e trace a paralela ao eixo x passando pelo
ponto y. Assim, o ponto de encontro das duas paralelas é o ponto P procurado. Uma
exemplificacao deste procedimento é dado pela Figura 1.13.

Definicao 1.20.3. Num ponto P = (x,y) a abscissa x € chamada de eoordenada x
¢ a ordenada y € chamada de coordenada y. O par ordenado (z,y) é chamado de
coordenadas cartesianas retangulares de P.

O conjunto formado pelo eixo & e o eixo y é chamado de eixos coordenado. Ob-
serve que o eixo coordenado divide o plano em quatro regices distintas, chamadas de
quadrantes. O primeiro quadrante é considerado o que tem abscissas e ordenadas pos-
itivas, o segundo quadrante tem abscissas negativa e ordenada negativa, o terceiro tem
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Figura 1.13: Um exemplo de representacao de um ponto P.

abscissas e ordenadas negativas e o quarto quadrante tem abscissa positiva e ordenada
negativa. Assim, o primeiro quadrante é o superior a direita e os outros sao obtidos no
sentido anti-horario, como visto na Figura 1.14.

Figura 1.14: Representagao dos quadrantes no plano cartesiano.

Exemplo 1.20.1. Represente os pontos a sequir num plano cartesiono: (1,2), (2,1),
(—4.,5), (5,—4), (2,0), (—6,0), (0,—4), (0,2), (—=3,=5), (=5, -3), (3,—2) e (—2,3).
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Definicao 1.20.4. Sejam A e B dois conjuntos. Diz-se que o produto cartesiano de
A por B, denotado por AxB, o conjunto formado por todos os pares ordenados (z,y) de
forma que x € A ey € B, ou seja,

AzB ={(z,y)|lvr € A e y € B}. (1.37)
Observagao 1.20.1. O produto cartesiano de qualquer conjunto com o conjunto vazio é
um conjunto também vazio, ou seja:

Az =0, DzA=10e Pz = (). (1.38)
Exemplo 1.20.2. Seja A={1,2,3} e B={4,5}. Entao:

AzB ={(1,4

)i (1,5), (2,4
AzB = {(4,1); (4,2), (4,3

Observacao 1.20.2. 1. Quando se faz o produto cartesiano entre dois conjuntos iguais,
por exemplo Az A, usa-se a notacio A e, por isto, tem-se que RN* = RaR.

2. Se A e B sdo dois conjuntos distintos, entao tem-se que AxB # BzA, ou seja, o
produto cartesiano nao é uma opera¢ao comutativa.

3. Se A e B sdo limitados e se eles tem m e n elementos, respectivamente, entio AxB
também é limitado e AxB vai ter m.n elementos.

4. Se A ou B sdo dois conjuntos ndo vazios e um deles € ilimitado entao, AxB também
é ilimitado.

Exemplo 1.20.3. Seja A={x e R|1 <z < 3} e B=1{1,2,3}. Encontre AcB ¢ Bz A.

Faca um esboco destes produtos cartesianos num plano.
SOLUCAO:

Observe que para cada elemento de B, tem-se que a abscissa é um nudmero em 1 <
x < 3, ou seja, AzB = {(z, Dou(z,2)ou(x,3)|l < x < 3} Jd para BzA tem-se
que para cada abscissa de B a ordenada varia entre 1 < x < 3 e, por isto, BxA =
{(1, @)ou(2, x)ou(3,z)|l <& < 3}, A Figura 1.15 traz win esbogo de AxB e a Figura 1.16
traz um esboco de Bz A.

Exemplo 1.20.4. Seja A= {z € R|1l <z <3} e B={z € R|1 <z <5} Enconire
AxB e BxA. Faca um esboco destes produtos cartesianos num plano.

SOLUCAO:

Para este caso tem-se que os pares ordenados de AzBsdo da forma (z,y) com 1 <z <3
el <ax<be poristo, ArB = {(z,y) €e Rl <z <3 el <y <5} Jdpara BzA
tem-se BrA = {(z,y) € R¥|l < x <5 el <y <3} A Figura 1.17 traz um esboco de
AzB e a Figura 1.18 traz um esboco de BxA.
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1.21 Relagao Binaria

Definigao 1.21.1. Chama-se Relacao Bindria de A em B, ou simplesmente Rela¢ao
de A em B, qualquer subconjunto de AxB. Geralmente, representa-se wma relacdao por
R,

Exemplo 1.21.1. Considere o conjunto A = {2,3,4} e o conjunto B = {2,3,4,5,6}.
Encontre a Relagao Binaria de AxB onde a abscissa é divisor da ordenada.

SOLUCAO:

A relagao M procurada é formada por todos os pares ordenados (x,y) contidos em AxDB de
forma que x|y ou seja, todos os pares ordenados (x,y) contidos em AzB de forma que y
seja maltiplo de x. Observe que AxB = (2,2),(2,3),(2,4),(2,5),(2,6),(3,2),(3,3),(3,4),
(3,5),(3,6),(4,2),(4,3),(4,4),(4,5),(4,6)}. Além disso, tem-se que 2|2,4,6, 3]3,6 e 4|4
e, por isto, R = {(2,2),(2,4),(2,6),(3,3),(3,6), (4,4)}.

Observacao 1.21.1. 1. R € uma relagao de A em B =< R C AzB.

2. Se A e B sao dois conjuntos iquais diz-se simplesmente que R C Az A € uma relagdo
em A.

3. O conjunto A é chamado de conjunto de partida da relacdo R.
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4. O conjunto B € chamado de congunto de chegada (ou Contradominio) da
relacdo R.

5. Quando wm par ordenado (x,y) pertence a relagao R, escreve-se xRy e lé-se “v
erre y”. Assim, tem-se que (x,y) € R < aRy.

6. Quando um par ordenado (x,y) ndo pertence a relagio R, escreve-se x My e lé-se
“r nao erre y”. Assim, tem-se que (x,y) € R < = Ny.

Exemplo 1.21.2. Seja A = {1,2,3,4,5} ¢ B = {1,2,3,4}. Encontre a relagio R =
{(z,y) € AzBlz < y}.

SOLUCAO:

Tem-se que 1 < 2,34, 2 < 3.4 3 < 4 e4d e b nio sao menores do que ninguém.

Entao % = {(1,2), (1,3), (1, 4),(2,3), (2, 4), (3,4)}.

Exemplo 1.21.3. Seju A = {1,2,3,4,5} ¢ B = {1,2,3,4,5,6}. Encontre a relagao R
de forma que Ry < y = v+ 2.

SOLUCAO:

Para encontrar a relagao R € necessario encontrar todos os pares (z,y)de forma que
y=x+ 2. Assim, tem-se que R = {(1,3),(2,4),(3,5),(4,6)}.

Exemplo 1.21.4. Seja A = {—1,0,1,2}. Encontre a relagio R = {(z,y) € A%|z? = v*}.
SOLUCAO:

Tem-se que R = {(—1,—-1),(-1,1),(1,—-1),(1,1),(0,0), (2,2)}.

Definigao 1.21.2. Seja R uma relacao de A em B. Chama-se o conjunto Dominzio da
relacio R, e denota-se por Dy, o conjunto formado por todos os elementos do conjunto
de partida A que formam pares ordenados em ‘R,

Observagao 1.21.2. r € Dy < Jy € B|(z,y) € R.

Definicao 1.21.3. Seja R wma relagio de A em B. Chama-se o conjunto Imagem
da relagao R, e denota-se por I'mwp, o conjunto formado por todos os elementos do con-
tradominio B que se relacionam com algum elemento do dominio de ‘K.

Observacao 1.21.3. y e Imn <= Jr € A

(z,y) € R,
Observacao 1.21.4. Decorre da definicao que Dy C A e Imy C B.
Exemplo 1.21.5. Seja A = {0,2,3,4} ¢ B = {1,2,3,4,5,6}. Encontre o dominio e a

imagem da relagio R = {(z,y) € AzBly é miltiplo de x}.

SOLUCAO:
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Tem-se R = {(2,2),(2,4),(2,6),(3,3),(3,6),(4,4)} e, por isto, Dy = {2,3,4} e Imn =
(2,3,4,6).

servagao 1.21.5. Uma relagdo é um conjunto de pares ordenados e por isto é
Ob 1.21.5. U ! R to d denad t
possivel fazer a sua representagio geométrica no plano cartesiano, onde os valores da
abscissa estao no conjunto Dy e os valores das ordenadas estao no conjunto I'mey.

Definigao 1.21.4. O Grdfico de wma relacao é o conjunto formado por dos os pontos
(z,y) € AxB tais que xRy, Assim,

Gx = {(z,y) € AzB|2Ry}. (1.39)

Definigao 1.21.5. Sejo R wma relagio de A em B. O conjunto R~ = {(y,z) €
Bz A|(z,y) € R} também é uma relagio bindria de B em A e ele é chamado de Relacdo
Inversa de M.

Observagao 1.21.6. 1. (y,z) e N & (2,y) € R,

-1

2. Os pares ordenados de R~ sao obtidos trocando as abscissas com as ordenadas dos

pares ordenados de R.

Exemplo 1.21.6. Seja A = {2,345} e B = {1,3,5,7}. Encontre ® = {(z,y) €
AxBlr <y} e R

SOLUCAO:
Tem-se que R = {(2,3),(2,5),(2,7),(3,5),(3,7),(4,5),(4,7), (5,7)}. Observe que a relagdo
inversa de B em A € obtida encontrando todos os pontos (x,y) € Bz A tais que = > y, ou

seja, R1 = {(3,2),(5,2),(7,2), (5,3), (7,3), (5,4),(7,4), (7,5)}.

O conjunto dominio da relagao e da relacao inversa juntamente com os respectivos
conjuntos imagem apresentam propriedades importantes que nao podem ser esquecidas:

1. Dg_fcl = Imm;
2. I-m;‘l = Dy
3. MY =x

Definigao 1.21.6. Sejo A um conjunto e seja N uma relagio sobre A. Diz-se que R €
uma Relagao Reflexiva se xRz para todo x € Diy.

Exemplo 1.21.7. Seja A =1{1,2,3,4}. A Relacao R = {(z,y) € A%|x =y} € refleiva,
mas a relagio Ry = {(x,y) € A%|x = 1 + y} ndo € refleriva, visto que 1 MRy,

Definigao 1.21.7. Seja A um conjunto e seja N uma relagio sobre A. Diz-se que R €
uma Relagao Simétrica se para todo xRy entdo tem-se que yRa.
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Exemplo 1.21.8. Seja Ao conjunto de todas as retas do plano. A relagao de paralelismo
é uma relagdo simétrica; a relagio de perpendicularidade também € simétrica em A. Per-
gunta: elas sao reflerivas?

Seja A= {1,2,3,4}. A Relacao R = {(x,y) € A%|x = 1 +y}. Esta rela¢io ndo €
sitmétrica, visto que 12 mas 2R1.

Definigao 1.21.8. Seja A um conjunto e seja R uma relacao sobre A. Diz-se que R é
uma Relagcao Transitiva se para todo xRy e yRz, entao tem-se que TR 2.

Exemplo 1.21.9. A relagdo de ordem usual em R € wmna relagdo transitiva. Seja A o
conjunto de todas as retas do plano. A relacio de perpendicularidade ndo € transitiva.

Definigao 1.21.9. Seja A um conjunto e seja R uma relagao sobre A. Diz-se que R é
uma Relacao de Equivaléncia se, e somente se, R é uma relagao refleriva, simétrica
e transitiva.

Exemplo 1.21.10. Seja Ao conjunto de todas as retas do plano. A relagdo de paralelismo
€ uma relagdao de equivaléncia.

Exemplo 1.21.11. Sejo A = {z € Z| — 10 < = < 10}e considere R como sendo a
relacdo em A tal que aRb < a? + 2a = b? + 2b. Prove que esta relag¢io é wma relagio de
equivaléncia.

SOLUCA O:

1 - R € uma relacdo reflexiva. De fato: aRa < a® + 2a = a® + 2a, o que verdade
para todo a € A;

2 - R € simétrica. De fato: aRb & a® + 2a = 0% + 2b & 0* + 2a = a® + 2a & WNRa;

3 - R € transitiva. De fato: aRb < a® + 2a = b* + 2b e bRc & P + 2b = ¢ + 2¢, entdo
a?+2a =01 +2b=c+2c < afe.

Portanto a relacdo R € uma relagdo de eguivaléncia.

Definigao 1.21.10. Diz-se que a € congruente a b mddulo m, e escreve-se a = b
mod (m) se, e somente se, eriste um inteiro q de forma que a —b = qm.

Observagao 1.21.7. Esta notagdo foi implantada por Carl Friedrich Gauss (1777-
1855).

Exemplo 1.21.12. 5 =2 mod (3), pois 5 —2=1.3;
27 =3 mod (6), pois 27 —3 =24 = 4.6.

Teorema 1.21.1. A relacao de congruéncia modulo m € wma relagao de equivaléncia.
Demonstragao 1.21.1. Ezercicio.
O

Definigao 1.21.11. Seja A um conjunto nao vazio e seja R uma relacio de equivaléncia
sobre A. Para todo a € A o subconjunto a = {x € AlaRa} é chamado de classe de
equivaléncia modulo R determinado pelo elemento a € A. Neste caso, diz-se que
a € um representante de a.
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Observacao 1.21.8. A classe de equivaléncia a depende da relagao R, mas nao depende
do representante, isto é, se a,b € @, entao a = b.

Definigao 1.21.12. Seja A um conjunto e seja R uma relagio sobre A. Diz-se que R é
uma Relagao Anti-Simétrica se para todo x,y € A, se xRy e yRz, entao x = y.

Exemplo 1.21.13. A relacio de ordem “menor ou igual” no conjunto dos nimeros in-
teiros (e também em gualquer outro conjunto numérico) é uma relagao anti-simétrica.

1.22 Exercicios

Exercicio 1.22.1. Dado os conjuntos A= {1,2,3}, B={-2,-1,0,1,2} eC = {-1,0,1},
represente cada conjunto abaire enumerando os seus elementos e fazendo wm esbogo dos
elementos num plano cartesiano:

1. AxB:
2. AxC;
3. BxA;
4. CzA;
5. BaC';
6. CzB.

Exercicio 1.22.2. Dado os conjuntos A = {1,2,3,4} ¢ B = {z € R|]1 < z < 4},
represente cada conjunto abairo enumerando os seus elementos e fazendo um esbogo dos
elementos num plano cartesiano:

1. AxB:
2. BzxA:
3. AzrB U BzA;

Exercicio 1.22.3. Dado os conjuntos A={x e R|-1<z <1}, B={reR2 <z <4}
e C ={r e Rl -3 < 2 < 3}, represente cada conjunto abairo enumerando os seus
elementos e fazendo um eshogo dos elementos num plano cartesiano:

1. AxzB;
2. AzC';
3. BaxA;
4. CzA;
5. BxC';
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6. CxB.

Exercicio 1.22.4. Dado os conjuntos A={z e R|-1<az <1}, B={o e R|2 <z <4}
e C ={x € Rl —3 < & < 3}, represente cada conjunto abairo enumerando os seus
elementos e fazendo uwm esbogo dos elementos num plano cartesiano:

1. AxB:
2. AzC;
3. BzA;
4. CxA;
5. Bx(C,
6. CxB.

Exercicio 1.22.7. Seja A = 2,3,5,30,36,60 e seja R a relacao entre a e b de forma que
aRb, e somente se, a e b sao primos entre si. Responda as perguntas abairo:

—

. Esta relagao é uma relacao simétrica?

. E uma relagdo transitiva?

e

3. E uma relacao associativa?

. F uma relagdo de equivaléncia?

e

n

. E uma relacdo anti-simétrica?

=%

. Escreva o dominio e a imagem desta relacio.
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Capitulo 2

Funcao

2.1 Introducao

No capitulo anterior, discutimos vérios aspectos da teoria dos conjuntos: operacoes,
elementos, relagoes, etc. Neste capitulo a teoria dos conjuntos serda vista sob wm outro
ponto de vista. Na verdade, serd analisado um certo tipo de relagao, com uma certa
particularidade.

Muitos fatos matematicos sao visto como sendo um estudo de fungoes apropriadas.
Em outras palavras, o conceito de aplicagao (ou funcgao) que vai ser estudado é muito usado
e se constitui num dos pontos mais importante da matematica.

Para apresentar a idéia de funcao, observe o Exemplo 2.1.1.

Exemplo 2.1.1. O canto dos grilos é um som familiar no campo nwma noite quente.
O ritmo no qual os grilos cantam depende da temperatura: quando estd quente eles
“ericrilam” mais do que em gqualguer outro tempo. A Tabela 2.1.1 mostra como o ritmo
e a temperatura estdo relacionados.

Temperatura em Graus Farenheit (*) 50 [ 60 | 70 | 80
Nimero de Cricrilos em quinze sequndos | 10 | 20 | 30 | 40

(*) A relagio entre graus Farenheit (F) e graus Celsius (C') é dada pela equagao: F =1,8C 432

Para cada temperatura desta tabela, existe um correspondente niimero de cricri-
los em quinze segundos. Observe que, para cada temperatura existe um tnico mimero
correspondente. Um matematico diria que o niimero de cricrilos em quinze segundos esta
em fungao da temperatura.

Uma maneira de representar uma funcao é com uma tabela, como visto na Tabela
2.1.1. Uma outra maneira é escrever uma férmula. Na Tabela 2.1.1, cada ntdmero da
segunda linha é o correspondente a um mimero da primeira linha menos 40. Se chamamos
F a temperatura em graus Fahrenheit e n representa o ntimero de cricrilos em quinze
segundos, pode-se escrever: n = F — 40 ou F = n + 40. As duas letras nas férmulas
acima sao as variaveis. Na primeira, n varia de acordo com a variacao de F, isto é, n
estd em funcao de F. Na segunda, F varia de acordo com a variagao de n, isto é, F' esta
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em funcao de n. A férmula de uma funcao permite escrever a sua correspondente Tabela.
Basta escrever os mimeros que se queira para a primeira linha e substitui-los na férmula
para achar o ntimero correspondente da segunda linha.

Agora, considere os conjuntos A = {0,1,2,3} e B = {-1,0,1,2,3} e as seguintes
relacoes bindrias de A em B:

1. R={(z,y) € AzBly=x+ 1},

2. §={(z,y) € AzBly* = 22}

3. T'={(z.y) € AzBly = z}:

4.V ={(z,y) € AzBly = (x — 1)* — 1};

W = {(z,y) € AzB|y = 2},

(%]

Observe a representacao grafica de cada uma destas relacoes:

Da relacao R é possivel observar que para cada elemento z € A, exceto o 3, existe
um tnico elemento y € B tal que (z,y) € R. Para o elemento 3 nao existe y € B tal que
(3,y) € R. Ja para a relacao S tem-se que para cada elemento x € A, exceto o —1, existe
um tnico elemento y € B tal que (z,y) € 5. Para o elemento —1 existe dois elementos
y € B tais que (—1,y) € T, que sdo 0 1 e 0 —1. Para a relacao V' tem-se que para todo
elemento © € A existe um tnico elemento y € B tal que (z,y) € V. Por fim, para a
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relagdo W tem-se que para todo elemento x € A existe um 1inico elemento y € B tal que
(x,y) € W.

2.2 Definicao e Exemplos

Observe que as relagoes T, V e T, apresentados na 1ltima secao, tem a seguinte
particularidade: para todos os elementos x € A existe um tinico elemento y € B tal
que (x,y) esteja na relagao. E, por isto, este tipo de relacao recebe o nome de “aplicaciao
de A em B” (ou fungao definida de A em B).

Definigao 2.2.1. Uma aplicagdéo f de um conjunto A em wm conjunto B, ou uwma
funcgdo f de A em B, que é denotado por f : A — B, ¢ uma relacio f de A em B que
apresenta a sequinte propriedade: Yx € A, existe um tnico y € B tal que (z,y) € f.

Observagao 2.2.1. [ - Para verificar se um diagrama de Venn representa uma funcao,
observe se todo elemento do conjunto dominio da relacio estd ligado a algum elemento
da imagem da relagao, veja os diagramas na figura abairo. A primeira figura, relagao f,
nao representa um fun¢do visto que tem um elemento do conjunto A que ndo se relaciona
com nenhum elemento do conjunto B; o segundo diagrama, da relacdo g, nao representa
uma fungao pois no conjunto A tem um elemento que se reluciona com dois elementos
diferente do conjunto imagem B. Mas o terceiro diagrama, da relacao h, representa uma
funcdo, visto que todos os elementos do conjunto dominio estao relacionados com wm
dnico elemento da imagem.

2 - Também ¢é possivel verificar se uma representacao cartesiana de wma relagao €, ou
ndo, para isto, traga-se retas paralelas ao eizo das ordenadas, de forma que toque todos
os pontos do grdfico. Se algumas destas retas interceptar pontos do dominio da relagao e
nao interceptar o esboco do grifico ou se uma destas retas interceptar o esboco do grdfico
mais de uma vez, tem-se que a referida relagdo nao representa wma funcao. Por exemplo,

Observe que na primeira representagdao, o relagao f apresenta uma parte do con-
Jqunto A que ndo se relaciona com nenhum elemento do contradominio e, por isto, ela ndo
representa wma fungao. Jd a relagao g nao representa wma fungao visto que existem ele-
mentos do seu dominio relacionados com dois elementos do contradominio e, também por
isto, esta relagao nao representa uma funcao. Por fim, a relagao h representa uma funcao,
wvisto que todos os elementos do conjunto A estao relacionados com algum elemento do
contradominio.
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Observacao 2.2.2. Geralmente existe wma expressio y = f(x) que expressa todos os
elementos da relagao em fungdo dos elementos do conjunto dominio e, por isto, costuma-
se representar a aplica¢ao f por notagdao de conjuntos:

f={y)lr€eA, yeBey=f(z)} (2.1)
Assim, para representar uma funcao f, de A em B, sequndo uma lei de formacao
y = flx), € representada por:

A —- B
f (2.2)
z — f(z)
- — , , .,
Exemplo 2.2.1. A funcdo . oy 0ssocia a cada niumero real x ao numero
y=2z R
. f: A — . , ,
Exemplo 2.2.2. A fun¢dio . L2 associa a cada numero real © ao numero
3 — H
y=a?cR.

A —- B ) , .
Exemplo 2.2.3. A funcado f associa a cada nimero real ndo negativo x
f
T T

ao ndmero y = \/r € R .

Observacao 2.2.3. Assim como na relacio tem-se o conjunto dominio, contradominio
e imagem de uma funcdio. O conjunto dominio € formado por todos os possiveis valores
que a abscissas podem assumir; o contra dominio € formado por todos os valores que
as ordenadas podem assumir e o conjunto imagem é formado por todos os elementos do
contradominio que se relacionam com algum elemento do dominio. Em func¢ées reais de
uma varivel o contradominio sempre é o conjunto R.

Observacao 2.2.4. Uma funcio fica completamente definida quando sdo apresentado o
conjunto dominio, o conjunto imagem e a relagio y = f(x). Contudo, quando néo fica
explicito qual € o conjunto dominio, considera-se o maior conjunto que seja possivel, comao
conjunto dominio.

o

B

. — . A . e
Exemplo 2.2.4. A funcdo 2 tem como conjunto dominio os nimeros
- — 2

=

reals.
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A —- B

Exemplo 2.2.5. 4 funcao 1 tem como congunto dominio os nidmeros
’ T
z—2
reais menos o 2, visto que ndo eriste divisio por zero.
. . f: A — B . L. P
Exemplo 2.2.6. A fungdo — tem como conjunto dominio os niumeros
: T — T

reais nao negativos, pois nao eriste nos reais raiz de indice par, de niimero negativo.

A —- B N c —
x — flz) ~ r — g(z)

) sao ditas serem
iguais se, e somente se, A=C, B=D e f(x)=g(z), Yo € A

Definicao 2.2.2. Duas funcoes

2.3 Exercicios

Exercicio 2.3.1. FEstabeleca se cada wma das relagées abaizo representam funcoes de

A={-1,0,1,2} em B ={-2,-1,0,1,2,3}:
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Exercicio 2.3.3. Escreva em notacio matemdtica cada uma das aplicacdes de R em R
abairo:

1. f associa a cada namero real ao sew oposto;

2. g associa a cada nimero real ao seu cubo;

3. h associa a cada nimero real ao seu quadrado menos 1;
4. k associa a cada niimero real ao nimero 2.

Exercicio 2.3.4. Determine o conjunto dominio de forma que a expressao abaizo repre-
sente uma funcao.

1. flz)=3x+42;
1
2. g(x) =
9(@) = 5
1
3. hiz) = —

oy

=

—

&

o

[l

5]

5 2l
— W ! |

=l

b o) ==
x+2
6. q(z)=~——5

1
S = s
Vr+ 2
9. k(z)= -
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2.4 Propriedades envolvendo fungoes e outras definigoes

Agora, é apresentado a definicao das operagoes envolvendo funcao. Nesta definicao,
novas operacoes sao formadas a partir de funcoes dadas, usando somas e produtos de
valores funcionais.

Definicao 2.4.1. Dadas as fungoes f e g:
1. a sua soma, denotada por f+ g, € a funcio definida por (f + g)(z) = f(z)+ g(z);

2. a sua diferencga, denotada por f — g, € a funcio definida por (f —g)(z) = flz) —
9(x);

3. o seu produto, denotado por f - g, € a funcao definida por (f - g)(x) = f(z) - g(z);
4. o seu quoctente, denotado por f /g, € a funcdo definida por (f/g)(z) = f(z)/g(z);

Observagao 2.4.1. Em cada wma das operagoes definida anteriormente, o dominio da
funcdo resultante consiste naqueles valores de x que estdo no dominio de cada uma das
funcgoes [ e g, sendo que no quociente de duas funcoes ainda existe a necessidade do
denominador ser nao nulo.

Exemplo 2.4.1. Dadas as funcoes f(z) = Vo +1 e glz) = Vo — 4, encontre (f +g)(x),
(f—g)(x), (f-9)(x) e(f/g)(x), com os seus respectivos conjuntos dominio.

SOLUCAO:

Tem-se que Dy = [—1,400[ e que D, = [4, 400[. Assim,
1-(f+g)z)=flz)+g(z)=Vae+1+Vo—4, e Dp, = [4,+00[, que sao os valores

de © que satisfazem as duas fungoes ao mesmo tempo.
2-(f—g)z)=f(z)—glz)=vVa+1—+z—4, e Dj_, = [4,+0oc[, que sao os valores
de © que satisfazem as duas fungoes ao mesmo tempo.

3-(f-g)(z)=f(z) glz)=Vae+1 Vo —4, e Dsy,=[4,+00[, que sao os valores de
que satisfazem as duas fun¢oes ao mesmo tempo.

4 -(f/9)z) = f(z)/g(z) = Vo +1/vVa —4, tem-se que Dy, =]4,+0oc], pois o denomi-
nador tem que ser diferente de zero e, x > 4 sao os valores de x que satisfazem as duas
fungaes ao mesmo tempo.

Definicao 2.4.2. Uma fun¢io f, de A em B € dita ser par se f(—zx) = f(x), V& € A,
e ela é dita ser impar se f(—z) = —f(z), Y& € A. Em ambos os casos tem-se que —x
tem que pertencer ao dominio da funcdao f.

Exemplo 2.4.2. A fungao f(z) = 32* — 22* + 7 é uma fungao par. De fato:
fl=z) = 3(—2)* —2(—2)? + 7 = 32*(—1)* — 223(—1)* +7 = 3a* — 22 + 7 = f(x).
Portanto, f ¢é uma funcao par.

Exemplo 2.4.3. A funcdio g(x) = 32° — 42 — 9 é wma funcdao impar. De fato:
g(—2) =3(—2)® —4(—x)* = 9(—x) = 32°(—1)° —4a3(—1)3 = 9x(—1) = =32° +42° + 9z =
—(32° —4a® — 9x) = —g(x). Portanto g é uma funcdo impar.
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Observagao 2.4.2. Eristem fun¢oes gue nem sdio par e nem sao impar, como por eremplo
a fungio h(x) = 22 —x, visto que f(2) = 2 e f(—2) = 6. Neste caso, diz-se que f é nem
par e nem mpar.

Observacao 2.4.3. O gridfico de uma fun¢ao par € simétrico em relagdo ao eixo da
ordenadas, visto que (—z, f(—x) = f(z)) e (x, f(x)) estao em f. Jd o grifico da fungio
impar é simétrico em relagao a origem, pois tanto (—x, f(—x) = —f(x)) quanto (z, f(x))
estao em f.

Definigao 2.4.3. Uma fun¢io f cuja imagem consiste de um unico nimero é chamada
de fung¢do constante, sendo a mesma dada por f(x) =c¢, c€ R,

Definicao 2.4.4. Uma funcao f, definida num intervalo I é dita ser crescente neste
intervalo se, e somente se, f(x1) < f(xa), sempre que x; < x5, para todo xy, 20 € I. f
é dita ser nao-decrescente se, e somente se, f(x1) < f(xs), sempre que ©, < &, para
todo x1, 19 € 1.

Definigao 2.4.5. Uma funcdo f, definida num intervalo I € dita ser decrescente neste
intervalo se, e somente se, f(xy) > f(xa), sempre que 1 < x9, para todo xy, 30 € I. f €
dita ser nao-crescente se, e somente se, f(x1) = f(x2), sempre que 1 < @2, para todo
T1,09 € 1.

Exemplo 2.4.4. Seja [ uma funcio cuja a representacdao grifica é dada pela Figura 2.1,
onde A = (z1,y1), B = (22,%2), C = (23,43), D = (x4,ys), £ = (x5,y5), F = (s, Ys)-
Encontre os intervalos onde a funcio é crescente e decrescente.

yaa\

B,

A

1
I C
1
1

Figura 2.1: Func¢ao do Exemplo 2.4.4.

SOLUCAO:

Quando sai de xy para x4, tem-se que o valor de f(x) € menor do que o wvalor
de f(x2), pois f(z1) estd embairo de f(x2) na reta numérica. Portanto, f € crescente no
intervalo [, x5).

Por outro lado, quando sai de x4 para x3, tem-se que o valor de f(xa) € maior do
que o valor de f(x3), pois f(x3) estd embaizo de f(x3) na reta numérica. Portanto, f €
decrescente no intervalo [xa, z3].

Analisando de C' o D, quando sai de z3 para x4, tem-se que o valor de f(x3) €
menor do que o valor de f(xy). Portanto, f € crescente no intervalo [x3, x4].
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Agora, de D a E, quando sai de x4 para x5, tem-se que o valor de f(x,) é maior
do que o valor de f(xs). Portanto, f é decrescente no intervalo [x4, xs).

Por fim, quando sai de x5 para xg, tem-se que o valor de f(xs) € menor do que o
valor de f(xg). Portanto, f é crescente no intervalo [xs, xg).

Definigao 2.4.6. Dada duas funcoes f e g, a fun¢gao composta de f com g, denotada
por fog € definida por:

(fog)(x)=flg(x), (2.3)
e o dominio da f o gé o conjunto de todos os pontos x € D, tal que g(z) € Dy.

Exemplo 2.4.5. Sejam f e g fungies definidas por f(z) = \/z e g(x) = 22 —3. Encontre
fog ego f com os seus respectivos conjuntos dominios.

SOLUCAO:

Tem-se que (fog)(x) = f(g(z)). entao, (fog)(z) = 2x—3. Para encontrar o
dominio de f o g, observe que D; € dado para todo v > 0 entao, Dy, € dado por to-
dos os elementos do dominio da g que tornam a fun¢do nio-negativa, isto é, Doy = {x €

Para o caso go f, tem-se que (go f)(z) = g (f(x)), logo (go f) (z) = 2y/x — 3,
sendo que esta funcdo eriste para todos os nimeros reais © > 0 entio, Dyy € dado por:

Dgof e %+.

Exemplo 2.4.6. Dado f(z) = 7 e g(z) = 2% — 1, encontre a)f o f; b)fog; c)go f;
d)g o g. com os seus respectivos conjuntos dominios.

SOLUCAO:

Tem-se que Dy =R, e D, =R. Assim,

a) (fof)(x)=f(f() =+ V&=x e Doy = Ry.

b) (fog) (@) = f(9(x) = Va2 =1 ¢, Dsoy = (=00, 1] U [l, +00).
) (gof) (@) =g(fl@) =va"—1=|z| ~1=a—1e Dyps=Ry.
g9) (gog) (@) =g(g(z)) = (2°—1)" = 1=2"—2a% e, Dyoy = R.

2.5 Exercicios

Exercicio 2.5.1. Determine o mator conjunto possivel, dentro do conjunto R, de formar
que cada equagao abairo seja wma funcao.

. flz) =2 —4;
2. flz) = v —4;
. flz) = 2%

[

e

o
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0.

7.

y=a3:
1
flo) = —;
w2 —dr+1
f@)=———5/
flay = 1

vz —2'

Exercicio 2.5.2. Em cada wma das alternativas abaizo, sao dadas duas funcoes, f e g.
Entao, para cada caso, encontre as funcoes f + g, f —g, fg, f/g e g/f, com o0s seus
respectivos conjuntos dominios.

s

o

0.

7.

Cflz)y=x2—-5eg(x)=2a?—1;

f(z) = V3 e gla) = a®+1;

fle)= T3 egle) =
fla) = v e gla) =4 — a2

flx)=vz+4eg(x)=a?—4.
F@) = VIFT e gla) = 2+ 4;
flz) =22 -9 eg(x) = Vo +5;

Exercicio 2.5.3. Em cada wma das alternativas abaizo, sao dadas duas funcoes, f e g.
Entao, para cada caso, encontre as sequintes funcoes compostas fog, gof, fof,goge
determine o dominio da cada nova fungao.

-~

L

- flz) =

Cfley=z—-2eg(zx)=2+7;

flz)=+ve —2¢eg(x) =6 —3x;

fle)=a% =1 e gla) =
Fle) = V& e gla) =
f@) = V=3 e g(r) = Vo= T;
:xil

L ge?g(l‘)

T —

Exercicio 2.5.4. Em cada uma das alternativas abaivo é dada uma funcao f. Entao,
para eada caso, encontre as sequintes funcées f (x2), [f(x)]” e (f o f) (z), e determine o
dominio da cada wina destas fungoes.
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1. f(z)=2x—-3;

2. flz)= —
2. f( .
r—1
Exercicio 2.5.5. Determine se cada wma das fun¢oes abairo sao par, impar ou nem par
e nem impar.

1. f(z)=22* - 32+ 1;

f(x) = b2 — Tz;

o

3. f(s) = sx? +25+2;
b ogl@) =2t —1;

5. h(t) =5t +1;

6. f(x) = Ia]

)
)
8. flx) =V
9. f(z) =2z — 3x;
)

10. f(x) = 5zt + 222 — 1;

1. fla)=:

Exercicio 2.5.7. Determine os intervalos onde cada uma das fun¢oes abaizo € crescente,
decrescente e constante, em todo o seu dominio:

1. flz)=z—5;

9. f(z) = 3+ 5z;

3. f(x)=a? 3¢ — 4
4. flz) = —a? — bz +6;
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