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Introducao

Caro estudante,

Este manual chega as tuas maos com um tnico propésito: ser a chave que abre a porta para a tua préxima conquista
académica. Sabemos que a matematica pode parecer um desafio, mas a Filoschool preparou-se para te mostrar que
és mais que capaz.

Encontraras neste material:

o Explicagoes simples para conceitos complexos
o Exercicios resolvidos passo a passo

¢ Problemas praticos semelhantes aos dos exames

Este ndo é um livro comum. E um guia pratico que fala a tua lingua, feito especificamente para o contexto mogambi-
cano. Cada pagina foi pensada para construir tua confianca e conhecimento.

Pega neste material, confia no teu potencial e vamos juntos vencer este desafio.

Estamos aqui para ajudar com qualquer duvida ou informagado de que vocé precise. Se vocé tiver alguma pergunta
ou precisar de assisténcia, sinta-se a vontade para entrar em contato comigo no WhatsApp. Estou disponivel para
conversar e ajudar no que for necessario. Aguardo o seu contato! 879369395

A equipa Filoschool
A caminho do teu sucesso
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Capitulo 1

Matematica Basica

1.1 Conjuntos Numéricos

Os conjuntos numeéricos sdo agrupamentos de nimeros que possuem caracteristicas e propriedades similares. Eles
sdo fundamentais na matemética e servem como base para diversos conceitos e operacoes.

,—[ Principais Conjuntos Numéricos } \

1. Numeros Naturais (N):

« N={0,1,2,3,4,5,6,..}

o Utilizados para contagem e ordenagao

o Alguns autores ndo incluem o zero: N* = {1,2,3,4,5, ...}
2. Numeros Inteiros (Z):

« Z=1{.,-3,-2,-1,0,1,2,3,.}

¢ Incluem os nimeros naturais e seus opostos (negativos)

o ZT =1{1,2,3,4,...} (inteiros positivos)

o Z7 ={-1,-2,-3,—4,...} (inteiros negativos)

3. Nimeros Racionais (Q):

. Q={§ Ip,q€Z,q7é0}
e Podem ser expressos como fragoes
e Incluem decimais finitos e infinitos periédicos
4. Numeros Irracionais (I):
o Nao podem ser expressos como fragoes
e Decimais infinitos nao periédicos
« Exemplos: 7, V2, e
5. Numeros Reais (R):
e Unido de todos os niimeros racionais e irracionais

e Representam todos os pontos de uma reta numérica

Ola! Estou aqui para ajudar com qualquer duvida ou informacao de que vocé precise. Se vocé tiver alguma pergunta

ou precisar de assisténcia, sinta-se a vontade para entrar em contato comigo no WhatsApp. Estou disponivel para
conversar e ajudar no que for necessario. Aguardo o seu contato! 879369395




,—[ Relacao entre os Conjuntos |

J

A relagao de inclusao entre os conjuntos numéricos é:

NczcQcR
Onde:

o Todo ntmero natural é também inteiro
o Todo numero inteiro é também racional

o Todo ntmero racional é também real

1.1.1 Diferenca entre Ntimeros Racionais e Irracionais

f_[ Numeros Racionais }

Caracteristicas:

e Podem ser escritos na forma § onde p,geZeq+#0

o Representagdo decimal finita ou infinita periédica

« Exemplos: 1 =0,5; 1 =0,333...; 2 = 3,142857142857...
Tipos de representagao decimal:

+ Decimal exato: 3 =0,75

« Dizima periédica simples: ; =0,333..=0,3

« Dizima periédica composta: 3 =0,8333... = 0,83

\

—[ Numeros Irracionais }

Caracteristicas:

e Nao podem ser escritos na forma ’EJ

e Representagao decimal infinita nao periédica

o Exemplos: 7 = 3,14159265...; v/2 = 1,41421356...; e = 2, 7T1828182...
Principais tipos:

« Raizes nao exatas: \/§, \/§, \/5, 2

o Constantes matematicas: 7, e, ¢ (nimero dureo)

o Logaritmos: log, 3, In2

1.1.2 Operacoes com Numeros Reais

,—[ Jogo de Sinais - A Regra Fundamental }

Existe apenas uma regra que vocé precisa entender para trabalhar com nimeros positivos e negativos:
O sinal indica uma direcao:

o Positivo (+): caminha para a direita na reta numérica
o Negativo (-): caminha para a esquerda na reta numérica

Jogo de Sinais:

12



e Sinais iguais: resultado positivo
e Sinais diferentes: resultado negativo

Esta regra funciona para multiplicagao, divisdo e quando temos sinais seguidos.

.

,—[ Adicgao e Subtracao }

Quando os sinais sdo iguais:

e Some os valores e mantenha o sinal.
Quando os sinais sdo diferentes:
e Subtraia o menor do maior

e O resultado fica com o sinal do maior ntumero

\

,—[ Exemplos de Adigcao e Subtracgao }

Sinais iguais:
e 7+ 3 =10 (positivo e positivo)
e (=7)4+ (=3) = —7—3 = —10 (negativo e negativo)
Sinais diferentes:
o 7T+ (—3)=7-—3=4 (maior é 7, entdo resultado é positivo)
e 3+ (=7)=3—T=—4 (maior é 7, entdo resultado é negativo)
e (—5) + 8 = 3 (maior é 8, entdo resultado é positivo)

Jogo de sinais em sequéncia:

(
e 5-(-3)=5+3=8
e (=5)+(-3)=-5-3=-8
e (-5)—(-3)=-5+3=-2

-

,—[ Multiplicacao e Divisao }

A regra é simples:
Sinais iguais Resultado positivo

13



,—[ Exemplos de Multiplicagcao e Divisao

]
J

Multiplicagao:
e 4 x 3 =12 (sinais iguais positivo)

o (—4) x (—3) = 12 (sinais iguais positivo)

e 4 x (—3) = —12 (sinais diferentes negativo)
o (—4) x 3 = —12 (sinais diferentes negativo)
Divisao:

e 12+ 4 = 3 (sinais iguais positivo)

o (—12) + (—4) = 3 (sinais iguais positivo)

e 12+ (—4) = —3 (sinais diferentes negativo)

o (—12) +4 = —3 (sinais diferentes negativo)
Miuiltiplas operagoes:

o (-2)x(-3)x4=6x4=24

o (=2)x3x(—4)=(-6)x(—-4) =24

o (=2)x(=3)x(—4)=6x(—4) =-24

\

f_[ Dicas Praticas }

1. Para nao errar com sinais:
o Conte quantos sinais negativos existem
e Se for par resultado positivo
e Se for impar resultado negativo

2. Jogo de sinais consecutivos:

e +(+) =+ (sinal positivo ndo muda nada)

o +(—) = — (sinal positivo seguido de negativo vira negativo)
e —(4) = — (sinal negativo seguido de positivo vira negativo)
e —(—) =+ (sinal negativo seguido de negativo vira positivo)

3. Lembre-se:
e Zero nao é positivo nem negativo
¢ Qualquer nimero multiplicado por zero é zero

¢ Nao se pode dividir por zero

1.1.3 Intervalos Reais

O que sao Intervalos }

Um intervalo é um subconjunto dos nimeros reais que contém todos os ntimeros reais entre dois valores dados,
chamados de extremos do intervalo.

Os intervalos sdo uma forma de representar conjuntos de niimeros reais de maneira continua e sdo fundamentais
para expressar dominios, imagens e solucoes de inequagoes.
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,—[ Tipos de Intervalos

|
J
Intervalo Fechado: [a,b] = {x € R |a <2 < b}

e Os extremos a e b pertencem ao intervalo

o Representagdo na reta: pontos cheios nos extremos
Intervalo Aberto: (a,b) ={z €R|a <z <b}

e Os extremos a e b nao pertencem ao intervalo

e Representacao na reta: pontos vazios nos extremos
Intervalos Semifechados:

o [a,b) ={z € R|a <z <b} (fechado a esquerda, aberto & direita)

o (a,b] ={z € R|a <z < b} (aberto & esquerda, fechado & direita)
Intervalos Infinitos:

o [a,+0)={z R |z >a}

o (a,+0)={zeR|z>a}
(—o0,b={z €eR |z <b}
o (—o0,b)={zeR|z<b}
(—o00,+00) =R

\

]

r—[ Pertinéncia nos Intervalos )

Exemplo 1: Considere o intervalo [2, 5]
e 2€[2,5] (o extremo 2 pertence ao intervalo fechado)
e 5 €[2,5] (o extremo 5 pertence ao intervalo fechado)
e 3,5 € [2,5] (qualquer valor entre os extremos pertence)
e 1¢[2,5] (valor menor que o extremo inferior)
e 6 ¢ [2,5] (valor maior que o extremo superior)
Exemplo 2: Considere o intervalo (2, 5)
e 2 ¢ (2,5) (o extremo 2 nio pertence ao intervalo aberto)
o 5¢(2,5) (o extremo 5 ndo pertence ao intervalo aberto)
e 3,5 € (2,5) (qualquer valor entre os extremos pertence)
o 2,1€ (2,5) (valor préximo ao extremo, mas dentro do intervalo)
e 4,9 €(2,5) (valor préximo ao extremo, mas dentro do intervalo)
Exemplo 3: Considere o intervalo [2,5)
e 2€[2,5) (extremo fechado pertence)
e 5¢[2,5) (extremo aberto nio pertence)

o 4,99 € [2,5) (valor préximo ao extremo aberto, mas dentro)
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,—[ Representacao na Recta Real } |

Intervalo Fechado [a, b]:

[a, 0]
@ o X
& b
Intervalo Aberto (a,b):
(a,b)
x
@ b
Intervalo Semifechado [a,b):
[a,b)
- x
@ b
Intervalo Infinito [a,+00):
[a, +00)
> x

Qe

Legenda:
o Ponto cheio (e): o extremo pertence ao intervalo
o Ponto vazio (0): o extremo ndo pertence ao intervalo

o Linha espessa: todos os pontos da linha pertencem ao intervalo

1.2 Teoria de conjuntos

A Teoria de Conjuntos é o ramo da Matemética que estuda as colegoes de objetos, chamadas de conjuntos, e as
relagoes entre eles. E uma base fundamental para toda a matematica moderna.

1.2.1 Representacao de Conjuntos

,—[ Defini¢cao de Conjunto ]

Um conjunto é uma colecdo bem definida de objetos, chamados de elementos. Os elementos de um conjunto
sa0 Unicos e ndo ha ordem especifica.
Formas de representar conjuntos:

e Enumeracao: A ={1,2,3,4,5}
e Descricdo: A={zeN|l <z <5}

¢ Diagrama de Venn: Representacao grafica usando circulos ou elipses

L J

r—[ Notagoes Importantes } |

pertence (elemento pertence ao conjunto)

€ 3

e ¢ : nao pertence
C : estd contido (subconjunto préprio)
c

: estd contido ou é igual (subconjunto)

U

: contém (superconjunto préprio)
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e D : contém ou é igual (superconjunto)
e ) : conjunto vazio

e U : conjunto universo

1.2.2 Relagoes entre Elementos e Conjuntos

,—[ Relagao de Pertinéncia }

A relacao de pertinéncia indica se um elemento faz parte de um conjunto:

e Se a é elemento do conjunto A, escrevemos: a € A

o Se a nao é elemento do conjunto A, escrevemos: a ¢ A

\

,—[ Exemplo de Pertinéncia }

Seja A ={2,4,6,8,10} (conjunto dos ntimeros pares de 2 a 10).

o 4 € A (4 pertence ao conjunto A)

e 5¢ A (5 nado pertence ao conjunto A)

o 8 € A (8 pertence ao conjunto A)
(

e 9¢ A (9 ndo pertence ao conjunto A)

1.2.3 Relagoes entre Conjuntos

r—[ Relacao de Inclusao }

Subconjunto: A C B significa que todo elemento de A também pertence a B.

Subconjunto préprio: A C B significa que A C Be A # B.
Igualdade: A = B significa que A C B e B C A.

\

,—[ Exemplo de Inclusao }

Sejam:
. A={1,2,3}
« B=1{1,2,3,4,5}
o C=1{2,4,6}
Temos:
e A C B (A é subconjunto préprio de B)
o A¢ C (A ndo é subconjunto de C)

o {2} C A (o conjunto 2 é subconjunto de A)
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1.2.4 Operacgoes entre Conjuntos

r—[ Operagoes Fundamentais }

Unido: AUB = {z|x € Aouz € B}
Intersecdo: ANB = {z|z € Aex € B}
Diferenga: A — B={z|r € Ae x ¢ B}
Complementar: A°={z € Ulz ¢ A}

\

,—[ Exemplo de Operacgoes }

Sejam A ={1,2,3,4} e B ={3,4,5,6}.
Unido: AUB = {1,2,3,4,5,6}

Intersecdo: AN B = {3,4}

Diferenca: A— B ={1,2} e B— A= {5,6}
Se U= {1,2,3,4,5,6,7,8,9,10}, entdo:
Complementar: A° = {5,6,7,8,9,10}

1.2.5 Diagramas de Venn

,—[ Representagao Grafica |

J

Os diagramas de Venn sdo representagoes graficas que facilitam a visualizagdo das relagdes e operagoes entre
conjuntos. Cada conjunto é representado por uma regido (geralmente circular) dentro de um retdngulo que
representa o conjunto universo.

\

,—[ Diagramas de Venn - Operacgoes Basicas }

1. Unido (AU B):

U
AUB
2. Intersecdo (AN B):
U
ANB
3. Diferenga (A — B):
U




4. Complementar (A°):

AC

1.2.6 Resolucao de Problemas com Diagramas de Venn

,—[ Estratégias de Resolucao }

Para resolver problemas envolvendo diagramas de Venn:

1. Identifique os conjuntos envolvidos
2. Determine o conjunto universo
Organize as informagoes dadas

Construa o diagrama passo a passo

oro W

Use as propriedades das operagdes para encontrar a resposta

\

,—[ Problema Aplicado }

Problema: Em uma pesquisa com 100 pessoas sobre preferéncias esportivas:

e 60 pessoas gostam de futebol

e 40 pessoas gostam de basquete

e 25 pessoas gostam de ambos os esportes

¢ Quantas pessoas nao gostam de nenhum dos dois esportes?

Solucao usando Diagrama de Venn:

U =100

Futebol Basquete 95

Calculos:
e S6 futebol: 60 — 25 = 35
e SO basquete: 40 — 25 =15
e Ambos: 25
o Nenhum dos dois: 100 — (35 + 25 + 15) = 25

Resposta: 25 pessoas nao gostam de nenhum dos dois esportes.
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Exercicios
1. Sejam A ={1,2,3,4,5} e B={4,5,6,7}. Determine:
a) AUB

c) A—B

)
b) ANB
)
d) B—A

2. Em uma escola com 200 alunos, 120 estudam inglés, 80 estudam francés e 50 estudam ambas as linguas.
Quantos alunos ndo estudam nenhuma dessas linguas?
3. Construa diagramas de Venn para representar:

a) (AuB)NnC
b) An(BUCQC)
c) (ANB)U(ANC)
4. Prove que (AU B)¢ = A°N B° (Lei de De Morgan) usando diagramas de Venn.
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1.3 Probabilidades

A probabilidade é o ramo da Matemética que estuda o grau de chance ou possibilidade de que um evento ocorra
em uma situacdo incerta, ou seja, em experimentos onde o resultado nao pode ser previsto com certeza.

J

A probabilidade de um evento é um ntimero entre 0 e 1 (ou entre 0% e 100%), que indica a chance de ocorrer:

,—[ Definicao Simples | N

o 0 ou 0%: Evento impossivel (ex.: sair 7 em um dado comum de 6 faces).
e 0,5 ou 50%: Chance igual (ex.: sair cara ou coroa em uma moeda justa).

e 1 ou 100%: Evento certo (ex.: sair um nimero menor ou igual a 6 em um dado comum).

1.3.1 Conceitos Fundamentais

Experimento (ou experiéncia): Um processo que produz um resultado observavel. Pode ser langar uma moeda,
jogar um dado, sortear uma carta, etc.

Experimento Aleatério: Quando o resultado nao pode ser previsto com certeza, mesmo que o experimento seja
repetido em condigdes idénticas. (ex.: Joga-se uma moeda ao ar.
e Esse é um experimento, pois gera um resultado observavel.

¢ O resultado nao pode ser previsto com certeza antes do langamento.

Espago amostral:
Q = {cara, coroa}

e (Cada langamento pode gerar resultados diferentes.

¢ Mesmo que a moeda seja lancada da mesma forma véarias vezes, o resultado pode
variar.

Espaco Amostral (2): Conjunto de todos os possiveis resultados de um experimento aleatério. (ex.: Langa-se um
dado comum de 6 faces, numeradas de 1 a 6.

Q={1,2,3,4,5,6}

e (Cada numero representa um resultado possivel.

o O espago amostral inclui todos os resultados que podem ocorrer.)

Evento ou (ocorréncia) : Qualquer subconjunto do espago amostral, ou seja, um ou mais resultados possiveis. Pode
ser:

« Evento simples: um tnico resultado (ex.: sair 5 no dado).

o Evento composto: dois ou mais resultados (ex.: sair niimero par no dado).

« Evento certo: ocorre sempre ou ainda é sempre igual ao espago amostral (2) pode-
mos assim dizer (ex.: Sair um nimero menor que 7 ao langar um dado comum).

« Evento impossivel: nunca ocorre (conjunto vazio).

Eventos Mutuamente Exclusivos: Eventos que nio podem ocorrer juntos (ex.: sair cara e coroa em uma jogada
de moeda).

Eventos Complementares: Dois eventos que juntos formam o espago amostral. Um ocorre se, e somente se, o outro
nao ocorre. (ex.: Langar um dado e observar o niumero.
o Espaco amostral: Q = {1,2,3,4,5,6}

e Evento A: "Sair nimero par"
A={2,4,6}
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o Evento complementar A: "Nao sair nimero par'(ou seja, sair niumero impar)

A={1,35}
Verificagoes:
« AUA=0
e« ANA=10

« P(A)+P(&) =1).

Eventos Independentes: A ocorréncia de um nao altera a probabilidade do outro. (ex.:Lanca-se uma moeda e, ao
mesmo tempo, joga-se um dado.

e Evento A: sair cara na moeda

e Evento B: sair 6 no dado

A moeda possui dois resultados possiveis: cara ou coroa, enquanto o dado possui seis: 1,
2,3,4,5, 6.

Note que o resultado da moeda nao influencia o resultado do dado e vice-versa. Assim,
os eventos sdo independentes.)

1.3.2 Como calcular a Probabilidade

r—[ Férmula Baéasica }

Numero de casos favoraveis

P(F) =
(E) Ntumero total de casos possiveis

Onde:
e P(E) é a probabilidade do evento E.
o Casos favoraveis sdo os resultados que fazem o evento acontecer.

o Casos possiveis sdo todos os resultados possiveis do experimento.

\

,—[ Exemplo: Probabilidade de sair “cara” } |

Problema: Qual a probabilidade de sair “cara” ao lancar uma moeda justa?
1. Experimento: Lancar uma moeda é um experimento aleatério, pois nao podemos prever com certeza,
se saird “cara” ou “coroa’”.

2. Espago amostral:
Q = {cara, coroa}

3. Evento desejado: Queremos saber a probabilidade de sair “cara”.
E = {cara}
Casos favoraveis: 1 Casos possiveis: 2
4. Aplicando a férmula da probabilidade:
casos favoraveis 1

PE)=—— =—
(B) casos possiveis 2

1
P(E) =3 =05 =50%

5. A probabilidade de sair “cara” é:

1
P(cara) = 5= 0,5 =50%
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/—[ Exemplo: Dados e Moedas }

1. Jogar um dado comum de 6 faces numeradas de 1 a 6. Calcular:

e A probabilidade de sair o nimero 3

¢ A probabilidade de sair um ntimero par

Resolucgao:

Espaco amostral:
0 =1{1,2,3,4,5,6} = Numero total de casos possiveis = 6

(a) Probabilidade de sair o niimero 3:
O ntmero 3 aparece apenas uma vez no espacgo amostral, logo:

Casos favoraveis = {3} = 1 caso

Aplicando a férmula da probabilidade:

P(3) = casos favoraveis _

1
— — =~ 0,1667 = 16,67%
casos possiveis 6

(b) Probabilidade de sair um nimero par:
Os numeros pares entre 1 e 6 sdo: 2,4,6

Casos favoraveis = {2,4,6} = 3 casos

Entao: 3 1
(par) =5 ,5 = 50%

2. Jogar duas moedas simultaneamente:

o Espago amostral: Q = {CC,CK, KC, KK}, onde C = cara, K = coroa.

o Probabilidade de sair duas caras:

1
P(duas caras) = 1= 25%
o Probabilidade de sair pelo menos uma coroa (uma ou mais coroas):

P(>1 coroa) = ?1 =T75%

1.3.3 Probabilidade Condicional

A probabilidade condicional indica a chance de um evento ocorrer, sabendo que outro evento ja ocorreu.

—[ Probabilidade Condicional }

p(a|B) = 240 B) (If(;)B)

Lé-se: "Probabilidade de A dado que B ocorreu".

\

,—[ Exemplo: Urna com bolas }

Uma urna contém 3 bolas vermelhas e 2 bolas azuis. Retira-se duas bolas, sem reposicao.

(a) Probabilidade da 1! bola ser vermelha:

No total ha 5 bolas na urna (3 vermelhas + 2 azuis). A chance de tirar uma vermelha na primeira retirada
3
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P(V}) = g — 0,6 = 60%

(b) Probabilidade da 2t bola ser vermelha, sabendo que a 1} foi vermelha:

Como nao hd reposigdo, restam agora apenas 4 bolas (2 vermelhas e 2 azuis). A probabilidade de tirar
outra vermelha na segunda retirada, dado que a primeira ja foi vermelha, é:

2
P(Ve|Vi) = 7 = 0,5 = 50%

(c) Probabilidade de as duas bolas retiradas serem vermelhas:

Como o segundo evento depende do primeiro, usamos a probabilidade condicional:

3 2 6 3
P(V10V2)=P(V1)-P(V2|V1)=g-1Z%ZE=0,3=30%

Isso significa que hd 30% de chance de retirar duas bolas vermelhas consecutivamente, sem reposicao.

1.3.4 Regras das Probabilidades (Intersecdo e Uniao)

,—[ Regra do "E"(Intersecgido) }

Para eventos em sequéncia ou simultdneos, a probabilidade de ocorrerem juntos (ambos) é dada por:
P(ANnB)=P(A) x P(B|A)
Se A e B sdo independentes, P(B|A) = P(B), entao:

P(AN B) = P(A) x P(B)

\

,—[ Regra do "OU"(Uniao) }

A probabilidade de ocorrer A ou B (ou ambos) é:
P(AUB)=P(A)+ P(B) - P(ANB)
Para eventos mutuamente exclusivos, P(A N B) = 0, logo:

P(AUB) = P(A) + P(B)

\

,—[ Exemplo: Regra do “E” e do “OU” ]

Em uma sala com 50 pessoas, temos:
e 20 homens
e 30 mulheres
e 10 homens usam 6culos

o 20 mulheres usam 6culos

(a) Probabilidade de ser mulher e usar 6culos:

o Total de mulheres que usam 6culos: 20
o Total de pessoas: 50

20 4= 0%

P(mulher e usa 6culos) = 50
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(b) Probabilidade de ser homem ou usar 6culos:

Para aplicar a regra do “OU” (adigdo), usamos:

P(AUB)=P(A)+ P(B)—-P(ANnB)

Onde:
20
e P(h ===
(homem) -
10+20 30
3 P 5 1 = = —
(usa 6culos) % =
p 10
o P(homem e usa 6culos) = =

20 30 10 40

%4-%—%—%:0,8:80%

P(homem ou usa 6culos) =

\

r—| Exercicios }

1. Joga-se um dado duas vezes. Qual a probabilidade de:

(a) Sair 6 nos dois langamentos?
(b) A soma dos nimeros sair 10?7
Solugao:

(a) Sair 6 nos dois lancamentos
O dado tem 6 faces, com numeros de 1 a 6. Como sao dois langamentos, o espago amostral total é:

) = 6 x 6 = 36 possibilidades
Para que os dois resultados sejam 6, temos apenas um caso favordvel: (6,6).

casos favoraveis 1
casos possiveis 36

(b) A soma dos nimeros ser 10
Vamos listar os pares ordenados cujas somas resultam em 10:

(4,6),
(5,5),
(6,4).

Sao 3 combinagoes possiveis dentre as 36.

3 1
P=—=—=x %
36 12 8,33%

2. Numa caixa com 5 canetas boas e 3 defeituosas, retiram-se 2 canetas. Qual a chance de:

(a) Ambas serem boas?

(b) Pelo menos uma ser defeituosa?
Solugao:

(a) Ambas serem boas

No total, temos:
Total de canetas = 5 boas + 3 defeituosas = 8

A retirada é feita sem reposicao, ou seja, apés tirar a primeira caneta, ela ndo retorna para a caixa.

o )
e A chance de a primeira caneta ser boa: 3
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ESTN

e A chance de a segunda ser boa (apés ja ter tirado uma boa):
Multiplicamos as probabilidades:

5 4 20 5

(b) Pelo menos uma ser defeituosa
Aqui usamos o complemento da probabilidade de ambas serem boas.

P(pelo menos uma defeituosa) = 1 — P(ambas boas)

) 9
14 14 64,29%
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1.4 Expressoes Numéricas

As expressées numeéricas sio sentencas matematicas formadas por niimeros, operagoes e parénteses que representam
um calculo a ser realizado. Resolver uma expressao numérica significa realizar as operagdes respeitando uma ordem
correta.

r—[ Defini¢ao de Expressiao Numeérica } |

Uma expressao numérica é uma sequéncia organizada de nimeros e operagoes que devem ser resolvidas
seguindo a ordem estabelecida pelas regras da Matematica.

\ J

,—[ Exemplos de Expressoes Numéricas }

« 3+4x2
« (8-5)
e 12+ (241)

e 3+[2x (4+1)]

1.4.1 Ordem das Operacgoes

r—[ Ordem das Operagoes }

Para resolver corretamente uma expressao numérica, é necessario seguir a seguinte ordem de prioridade:

1. Parénteses (), colchetes [ ] e chaves { } de dentro para fora
2. Poténcias e raizes
3. Multiplicagoes e divisdes da esquerda para a direita

4. Adicoes e subtracoes da esquerda para a direita

Exemplo 1

Resolva: 3+ 4 x 2
Solugao:

3+4x2=3+8 (Multiplicagdo primeiro)
=11

,—' Exemplo 2 } N

Resolva: 10 —6 +-2+ 3
Solugao:

10-6+2+3=10—3+3 (Divisio)

=743
=10

,—| Exemplo 3 I N

Resolva: 2 x (3 + 4)2
Solugao:

2x (3+4)2=2x72 (Parénteses)

=2x49 (Poténcia)
=98
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Exemplo 4
Resolva: 3+ [2 x (5 —1)?]

Solugao:
3+[2x(5-1)]=3+[2x 47
=3+ [2 x 16]
=3+ 32
=35
Exemplo 5
Resolva x

_ (1.8
124 24
27
24

3 1
=l=13

1.4.2 Erros Comuns

,—| Atencao! I

Um erro comum é realizar as operagdes da esquerda para a direita sem respeitar a hierarquia de operagoes.
Sempre siga a ordem correta:

o Multiplicagdo antes da adigado
o Parénteses antes de tudo

o Poténcias antes de multiplicagoes

1.4.3 Expressoes com Fracoes e Poténcias

,—[ Expressoes com Fracgoes }

Para resolver expressdes numéricas com fragoes, aplique as mesmas regras de ordem de operagoes, lembrando:
e Priorize os parénteses
o Respeite a hierarquia entre poténcia, multiplicagdo/divisdo e soma/subtragdo

o Cuidado com o uso correto das fragdes ao somar ou subtrair (mesmo denominador)

Exemplo com Fragoes }

1 3 1
Resolva: 3 + 1 X <2 + 5)
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Solugao:

_1+§X<g
2 4 2
115
—2t%
4 15 19
“3TR TR

\

,—[ Expressoes com Poténcias }

As poténcias sempre devem ser resolvidas antes das multiplicagoes e somas. Quando ha poténcias com fragoes,
resolve-se a fragdo primeiro (se necessirio) e depois aplica-se o expoente.

\

,—[ Exemplo com Poténcia }

Resolva: (%)2 + %1

Solugao:
3)*_9
2) 4
L9, 1_10_5
4 4 4 2
,—|Exemplol
Resolva: (2 + %)2 -3
Solucgao:
1 5
2+ = ==2
+2 2
5)"_ 25
2) 4
28 8 A o
4 4 4
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1.5 Potenciacao e Radiciacao

1.5.1 Potenciacao

r—| Conceito }

A potenciacdo é uma operacdo matematica fundamental que simplifica a representacao de multiplicagbes repe-
tidas de um mesmo nimero.

Por exemplo, em vez de escrever 2 X 2 X 2 X 2 x 2, pode-se usar a potenciagdo para representar isso de forma
mais simples, resumida e curta: 2°.

\

r—[ Estrutura de uma Poténcia }

Quando temos a™:
o a é a base (o nimero que estd sendo multiplicado)

e n é 0 expoente (quantas vezes a base é multiplicada por si mesma)

Lé-se: "a elevado a n'"ou "a elevado a n-ésima poténcia"

\

f—[ Exemplos Basicos }

1. 22 =2x2%x2x2x%x2=232

2.3*=3x3x3%x3=381
3. (=2)3 = (=2) x (—2) x (=2) = -8
4. 52=5x5=25

Casos Especiais

—[ Casos Especiais da Potenciagao }

a) Expoente zero: Qualquer nimero elevado a zero é igual a 1, exceto quando a base é zero.

a®=1 (a#0)

Exemplos: 5° = 1; (-21)° =1
b) Expoente 1: Qualquer nimero elevado a 1 é igual a ele préprio.

a =a

Exemplos: 7! = 7; (=3)! = -3
c) Base 0: Zero elevado a qualquer expoente positivo é 0. Zero elevado a zero (0°) é uma indeterminacdo.

0"=0 (n>0)

Exemplo: 0% =0
d) Base 1: Um elevado a qualquer expoente é 1.

1"=1

Exemplo: 1Y =1

1.5.2 Propriedades da Potenciacao

As propriedades da potenciacao sdo regras que simplificam célculos com poténcias.
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r—[ Produto de Poténcias com a Mesma Base }

Para multiplicar poténcias com a mesma base, mantemos a base e somamos os expoentes.

\

,—[ Exemplos: Produto de Poténcias }

1. 23 x 24 = 2374 =27 =128
2. 5% x 5% = 52+3 =55 = 3125

3.zt x z2 = g2 = 46

\

,—[ Quociente de Poténcias com a Mesma Base }

Para dividir poténcias com a mesma base, mantemos a base e subtraimos os expoentes.

alm m—n
e a (a #£0)

\

,—[ Exemplos: Quociente de Poténcias }

L, 2 =2 =P =

2. 5 =37%=3—g1

Y
7
N}
|
=

3. =z =z

\

r—[ Poténcia de Poténcia }

Para elevar uma poténcia a outro expoente, mantemos a base e multiplicamos os expoentes.

(am)n = amX’I’L

\

,—[ Exemplos: Poténcia de Poténcia }

1. (23)* = 23%4 = 212 — 4096
2. (5%)3 = 523 = 56 = 15625

3. (21)? = 24X = 48

.

r—[ Poténcia de um Produto }

Para elevar um produto a um expoente, elevamos cada fator ao expoente.

(axb)”=a"xb"

\

,—[ Exemplos: Poténcia de um Produto }

1. (2% 3)* = 2% x 3* = 16 x 81 = 1296
2. (zy)® =a2® xy?
3. (5a)? =52 x a? = 25a®
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,—[ Poténcia de um Quociente } N

Para elevar um quociente (fragdao) a um expoente, elevamos o numerador e o denominador ao expoente.

(- v

\ J

,—[ Exemplos: Poténcia de um Quociente } |

L ()=

s
|
OOl»—\
—=lo

,—[ Expoente Negativo } ~

Uma base elevada a um expoente negativo é igual ao inverso da base elevada ao expoente positivo.

a_":in (a #£0)

\ J

,—[ Exemplos: Expoente Negativo ] |
3 _ 1 _1
L2770 =5=3
—2_ 1 _ 1
2. 5 — 5_2 — 2_5
3 L=z

1.5.3 Aplicacoes da Potenciacao

A potenciac¢io nao é apenas um conceito matematico abstrato; ela tem aplicagoes praticas em diversas areas do nosso
dia a dia.

r—| Geometria I \

a) Area de um Quadrado
Se um quadrado tem lado [, a sua area é:

Area=1x1=1?

Exemplo: Um quadrado com lado de 5 cm tem &area 52 = 25 cm?.
b) Volume de um Cubo
Se um cubo tem aresta a, o seu volume é:

Volume = a X a X a = a®

Exemplo: Um cubo com aresta de 3 cm tem volume 33 = 27 cm?.

\ J

r—[ Crescimento e Decaimento } \

a) Crescimento Populacional
Se uma populagao cresce a uma taxa percentual constante, a populagao futura é calculada usando:

PfZPZ‘X(l—I—T)t

onde P; é a populagao inicial, r é a taxa de crescimento e t é o tempo.
b) Juros Compostos
O montante final com juros compostos é:

M=C x (1+1)

onde C' é o capital inicial, ¢ é a taxa de juros e t é o tempo.
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f—[ Informatica e Tecnologia } X

a) Armazenamento de Dados
A capacidade de armazenamento é expressa em poténcias de 2:

e 1 KB = 29 bytes = 1024 bytes
e 1 MB = 220 bytes = 1,048,576 bytes
e 1 GB = 2%Y bytes = 1,073,741,824 bytes

b) Enderecamento de Memoéria
Um processador de 32 bits pode acessar 232 = 4, 294,967, 296 enderecos diferentes.

\ J

,—[ Notagao Cientifica } \

A potenciacdo com base 10 é essencial para representar niimeros muito grandes ou muito pequenos:
a) Distancias Astronémicas: A distdncia da Terra ao Sol é aproximadamente 1,5 x 108 km.
b) Tamanhos Atémicos: O didmetro de um &tomo de hidrogénio é cerca de 1,06 x 10719 metros.

1.5.4 Radiciacao

¢—| Conceito I \

A radiciagao é uma operacido matematica que representa o inverso da potenciacdo. Enquanto a potenciagdo nos
diz o resultado de multiplicar um ndmero por si mesmo vérias vezes (a"), a radiciagdo procura qual ndimero,
multiplicado por si mesmo "um certo nimero de vezes", resulta num valor dado.

A radiciacao é representada pelo simbolo V-

\ J

r—[ Estrutura de um Radical } N

Numa expressio como {/a™ = x:
+ /¢ oradical (o simbolo da raiz)
e n é o indice da raiz (indica quantas vezes o nimero z deve ser multiplicado por si mesmo para obter a)
e a™ é o radicando (o nimero do qual queremos extrair a raiz)
e x é a raiz (o resultado da operagao)

Observagao: Se o indice nao for escrito, assume-se que é 2 (raiz quadrada).

\ J

,—[ Condigoes de Existéncia } |
o Indice Par: Se n é par, o radicando a deve ser ndo negativo (a > 0) para que a raiz seja um nimero
real.

Exemplo: /—4 nao tem solugdo real, pois (—2) x (—=2) =4 # —4.

o Indice impar: Se n é impar, o radicando a pode ser qualquer niimero real (positivo ou negativo).
Exemplo: /=27 = —3, pois (—=3) x (—=3) x (=3) = —27.

\ J

,—| Exercicios } ~

1. Calcule o quadrado e a raiz quadrada dos exercicios abaixo:
a) V121
b) 72
c) 92
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d) V64
e) V25
2. Resolva os problemas:
a) Se um quadrado tem 4rea igual a 36 cm?, quanto mede o lado desse quadrado?

b) Quanto mede o lado de um quadrado com &rea igual a 9 cm??

1.5.5 Relacao entre Radiciacao e Potenciacao

,—[ Operagoes Inversas }

A radiciacdo e a potenciagdo sao operacoes inversas e estao intrinsecamente ligadas. Qualquer raiz pode ser
escrita como uma poténcia com expoente fracionario.

\ J

f—[ Relagdao Fundamental }
A relagao € definida por:

3

)
3

Il

IS

onde a > 0 se n é par.

\ J

,—[ Exemplos de Conversao }

1.5.6 Propriedades da Radiciagao

As propriedades da radiciagdo surgem diretamente das propriedades da potenciacio e permitem simplificar expressoes
com radicais.

r—[ Raiz de um Produto }
A raiz de um produto é igual ao produto das raizes dos fatores.

Yaxb= /ax Vb

. J

,—[ Exemplo: Raiz de um Produto } N

V36 Xx4=36xVi=6x2=12

Verificagdo: /144 = 12

Raiz de um Quociente } <

A raiz de um quociente ¢é igual ao quociente das raizes do numerador e do denominador.

Ji_a
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,—[ Exemplo: Raiz de um Quociente }
% _VE 5
9 9 3
r—[ Raiz de uma Poténcia }
v a,m = a%
,—[ Exemplo: Raiz de uma Poténcia }
/6 = 28 = 2

|

—| Raiz de Raiz |

Para calcular a raiz de uma raiz, multiplicam-se os indices.

Y Va= "%a

\

,—[ Exemplo: Raiz de Raiz }

YVE= =B

1.5.7 Técnicas de Simplificacao de Raizes

,—[ Fatoracao do Radicando }

Decompor o radicando em fatores primos ou em fatores que sejam poténcias cujo expoente é multiplo do indice
da raiz.

.

f—[ Simplificagdo por Fatoragao }

Se a = b" x ¢, entdo:
WVa= Vb x c=bi/c

.

f—[ Exemplo: Simplificagao por Fatoragao }

Simplificar /72:
Solugao:

72=36x%x2=62x2

V72 =1/62 x 2 =6V2

1.5.8 Racionalizacao de Denominadores

O que é Racionalizagao? }

Racionalizacdo é o processo de remover radicais do denominador de uma fragdo, multiplicando o numerador e
o denominador por um fator que elimine a raiz do denominador.
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,—[ Racionalizagao Simples }

Para racionalizar —&=:
Vb

a

a
Vb

$|

.

= — X

VT ot
L bn—l B b

,—[ Exemplo: Racionalizacao Simples }

9 Q 1
acionalizar —=:
R V3

Solugao:

Sl

\

Sl

Sl
I
=[S

,—[ Racionalizagcao com Bindmios }

\

Para racionalizar denominadores com binémios contendo raizes, usamos o conjugado do denominador.
O conjugado de a + by/c é a — by/c. O conjugado de a — by/c é a + by/c.

,—[ Passos para Racionalizar com Conjugado

|

J

1z. Identificar o conjugado do denominador

47. Desenvolver o numerador
5Z. Simplificar a fragdo (se possivel)

\

27. Multiplicar numerador e denominador pelo conjugado
3%. Desenvolver o denominador usando o produto notével: (a + b)(a — b) = a® — b?

,—[ Exemplo: Racionalizacao com Conjugado

]
J

2

ionalizar :
Racionaliza; TG

Solucgao:

2

2 25

2+\/3:

.

24+ V5 2—6
2(2 - v5)
(2+V5) (2~ V5)
4-2V5
4-5

r—' Exercicios l

1. Simplifique as seguintes raizes:
a) V50
b) V98
c) /54
d) 200

2. Racionalize os denominadores:

=
= i

&
w
+
S

36




1
d) Lz

3. Calcule:
a) V16 + v/25
b) V36 — V9
c) V49 x /4

o 43

4. Resolva as equacoes:

1.5.9 Operacoes com Radicais

,—[ Adicao e Subtragao de Radicais }

S6 é possivel somar ou subtrair radicais semelhantes (mesmo indice e mesmo radicando).
Para radicais nao semelhantes, deve-se primeiro simplifici-los para verificar se podem ser reduzidos a radicais
semelhantes.

\

,—[ Regra para Adigao e Subtracao }

at/c+bifc=(a+b)/c
a/c—bi/c=(a—0b)/c

\

,—[ Exemplos: Adigao e Subtracao de Radicais }

1. 3v2+5v2=(3+5)vV2=8V2
2. 7V/3-2/3=(7-2)v/3=5/3
3. VI8 + V8

VI8 =0 x 2 =3V2
\/§=\/4><2:2\/§
V18 + 8 =3v2+2V2 = 5v2

\

f—[ Multiplicacao de Radicais }

A multiplicagdo de radicais pode ser feita de duas formas:

¢ Radicais com mesmo indice: multiplica-se os radicandos

¢ Radicais com indices diferentes: converte-se para poténcias fracionarias

,—[ Multiplicagcao de Radicais }

Mesmo indice:
Yax Vo= Vaxb
Indices diferentes:

ax Vb=aw x bw
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Exemplos: Multiplicacao de Radicais }

1. V3xV/12=/3x12=/36=6
2. VAxY2=¥YIx2=YR=2
3. 25 x3vV2=2x3 x5 xV2=6V10

1.5.10 Equacoes com Radicais

,—[ Resolugao de Equagoes com Radicais }

Para resolver equagoes envolvendo radicais, geralmente isolamos o radical e elevamos ambos os membros da
equacgao a uma poténcia que elimine o radical.

Atencao: Sempre verificar as solugoes encontradas na equagao original, pois podem aparecer solugoes estra-
nhas.

\

,—[ Método de Resolugao }

1. Isolar o radical em um dos membros da equagao

2. Elevar ambos os membros a poténcia adequada
3. Resolver a equacao resultante

4. Verificar as solugoes na equacao original

\

,—[ Exemplo: Equacao com Radical }

Resolver vz + 3 = 5:
Solugao:
Vz+3=5
(VaTa) =5
r+3=25
g = 22

Verificagao: /22 +3=+25=5
Resposta: z = 22

\

,—[ Exemplo: Equacao com Dois Radicais

S

Resolver vz +1 = +/2x —3

Solugao:
Vr+1=+v2x—-3
(Vz +1)2 = (vV2z —3)?
z+1=2x—3
1+3=2z—=z
4=z
Verificagao:

[N

Bl
I+
w| =
i
B

Como v/5 = /5

Resposta: x =4




1.5.11 Expoentes Fracionarios e Radicais

f—[ Equivaléncia entre Radicais e Poténcias }

Todo radical pode ser expresso como uma poténcia com expoente fracionario, e vice-versa. Esta equivaléncia é
fundamental para simplificar expressoes complexas.

\

f_[ Conversoes Fundamentais }

3=

33

s <) 3

333 é
[
IS S

I
3

IS
E

I
<
b
3

\

,—[ Exemplos: Conversoes }

1.6 Exercicios Gerais

r—| Exercicios I

Potenciacao - Nivel Basico
1. Calcule:

a) 3% x 32
b) &

c) (4%)°
d) (2 x 5)3

3. Escreva na forma de uma s6 poténcia:

a) 2 x ot x 22

b) &
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r—| Exercicios I

Radiciagao - Nivel Basico
1. Calcule:

3. Racionalize:

a) \%

b) =
) 2+1\/§
d) 1—3\/5

.

r—' Exercicios I

Problemas de Aplicagao

1. Um quadrado tem area de 144 cm?. Qual é o perimetro deste quadrado?

2. Um cubo tem volume de 216 cm?®. Qual é a 4rea total deste cubo?

3. Uma populagdo de bactérias dobra a cada hora. Se inicialmente ha 100 bactérias, quantas havera apds 5
horas?

4. Um capital de R$ 1.000,00 é aplicado a juros compostos de 5% ao més. Qual serd o montante apds 3 meses?
5. A distancia entre duas cidades é de 3,6 x 10° metros. Expresse essa distdncia em quilémetros.

r—| Exercicios I

Exercicios de Exames de Admissao
210 59
1. O valor de == ¢&:

A) 1
B) 2
C) 3
D) 4
2. Se vz + 2 = 4, entdo z vale:
A) 12
B) 14
C) 16
D) 18

3. O valor de 83 é:
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= 2 8 2 2
(o B N N )

4. A expressao V50 + /32 — /18 simplificada é:
A) V2
B) 6v2
C) 5v2

D) 42
5. Se 27 = 32, entao x vale:

A) 4

Q «w

)
)
)
)

=)
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1.7 Funcao do primeiro grau

L

,—[ Analogia da Maquina ]

J

Imagine que vocé tem uma méquina que recebe um nimero, faz uma conta simples com ele e devolve outro

numero. Essa maquina no mundo da matemaética é uma funcao.

Uma Funcido do 1° Grau (ou Funcdo Afim) é uma relagio matemética onde, para cada valor que vocé

"coloca'(chamamos de ), vocé obtém um tnico valor "de saida"(chamamos de y ou f(x)).
principal é que o x (a varidvel independente) aparece sempre com expoente 1.

A caracteristica

\

,—[ Defini¢ao da Funcao do 1° Grau |

J

Uma funcao do 1° grau é expressa pela forma:

f@)=azx+b
Onde:
e x: é a varidvel independente (o valor que vocé coloca na fungao)

o f(x) ou y: é a varidvel dependente (o valor que a funcdo devolve)

e a: é o coeficiente angular (ou declive). Determina a inclinagao da recta:

— Se a > 0, a fungdo é crescente (a linha sobe)
— Se a < 0, a funcao é decrescente (a linha desce)

— Se a =0, a fungdo é constante (a linha é horizontal)

e b: é o coeficiente linear (ou ordenada na origem)

,—[ Exemplo 1: Funcao Crescente }

Funcio: f(z) =2z+3
Anailise:

o a =2 (a fungdo é crescente)
e b =3 (alinha cruza o eixo y no ponto 3)

Calculando alguns valores:

f1)=2(1)+3=5
F(0)=2(0)+3=3
f(=)=2(-1)+3=1
,—[ Exemplo 2: Funcao Linear ]
Funcio: k(z) =2 +4
Analise:
o a=1 (afungdo é crescente)
e b =4 (alinha cruza o eixo y no ponto 4)
Calculando alguns valores:
k(1) =1(1)+4=5
k(0)=1(0)+4=4
k(=2) = 1(—2) +4=2
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,—[ Exemplo 3: Fungao Decrescente }

Funcio: h(z) = —4x
Analise:

e a = —4 (a fungdo é decrescente)
e b =0 (a linha passa pela origem)

Calculando alguns valores:

\

r—' Exercicios I

1. Das fungoes abaixo, indique quais sdo fungoes do 1z grau:

a) h(z) = —z+2
b) f(z) = —42® +

c) k(z) = —4x? + z + 422
d) k(z) ==

e) e(z) = —z+1

f) flz)=1—=x

g) g(z) =—2°+4

h) j(z) = —z* + =z

i) k(z)=—3z+3

i) h(z)=4—z

2. Das fungoes identificadas como do 1° grau no exercicio anterior, esboce seus graficos.

1.7.1 Equacao do 1° Grau

,—| Definicao l

Uma Equacdo do 1° Grau é uma igualdade que envolve uma ou mais varidveis (geralmente ), onde o maior
expoente da varidavel é 1. O objetivo é encontrar o valor da variavel que torna a igualdade verdadeira.

L

,—[ Forma Geral da Equagéao do 1Z Grau }

ar+b=0
onde a # 0.

\

,—| Exemplo }

Problema: Resolver 2z +4 = 10
Solugao:

1. Isolar o termo com z: Subtrair 4 de ambos os lados:
20 =10 -4
2r =6
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2. Isolar o z: Dividir ambos os lados por 2:

Resposta:

Verificacao: 2(3) +4=6+4=10

.

,—[ Exemplo: Equagao com Variaveis dos Dois Lados }

Problema: Resolver 22 +3 =2+ 7

Solugao:
20 4+3=x+7
20 —x=7-—3
=4

Resposta:

L

,—[ Exemplo: Equacao com Parénteses }

Problema: Resolver 4z + 6(2z + 1) = = + 10 + 2(z — 4)
Solugao:

dx+6Q2z+1) =2+ 10+ 2(z —4)
dr+12x +6 =2+ 10+ 22 — 8
162 +6 =3z + 2
16z —3x=2—-6

132z = —4

4

r=——

13
R t 4
esposta: |r = ——
P 13

\

r—' Exercicios l

Resolva as seguintes equagoes:
a) 2z +2(6zx+1) =4+ 7+ 3(x —4)

b) 4p + 8E=ED _ 5 4 90 4 24

d

)
)
c) 4z + 34z +8) =z + 10
) 4z +6 =z + 10

)

e) 6z +2(2x —3) —2k =2+ 10+ 2(z — k)

1.7.2 Inequagao do 1° Grau

Definicao

Uma Inequagio do 1° Grau é semelhante a uma equagdo, mas em vez de um sinal de igualdade (=), ela usa
um sinal de desigualdade (<,>,<,>). O objetivo é encontrar o conjunto de valores da varidvel que tornam a
desigualdade verdadeira.
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,—[ Sinais de Desigualdade }

e <: menor que
e >: maior que
e <: menor ou igual a

e >: maior ou igual a

Regra importante: Ao multiplicar ou dividir uma inequagao por um nimero negativo, o sinal da desigualdade
deve ser invertido.

\

,—' Exemplo }

Problema: Resolver 22 + 4 > 10
Solugao:

1. Isolar o termo com z:
2¢ > 10— 4

2x > 6

2. Isolar o x:

Solugao: z €]3, +00]
A solugdo é qualquer niimero = que seja maior que 3.

-

r—| Exercicios I

Resolva as inequagboes e marque a alternativa correta:
1. Resolver -5z —4 < —6 — 6z

Az e [-3;+o0]
B. z €] — o0; 1]
C. z €] — o0; 2]
D. z €] — o0, —4]
2. Resolver —2 44z < —4 4 2z
Az € [-2;+00]
B. z €] — o0;1]
C. z €] — 00; —5]
D. z €] — o0, 1]
3. Resolver 22 —5 > 5 — 3z
Az €] —o0,4]
B. z €] —o0;3]
C. z €]2;+o0]
D. z €]6,+oo[

45



1.7.3 Nogoes de Rectas (Grafico da Fungao do 1° Grau)

,—[ Representacao Grafica }

Quando desenhamos uma fungdo do 17 grau num grafico (plano cartesiano), o resultado é sempre uma recta.

o O eixo x (horizontal) representa os valores de entrada
o O eixo y (vertical) representa os valores de saida

o Cada ponto na reta corresponde a um par (z,y) que satisfaz a fungéo

\

r—[ Como Desenhar uma Recta }

Para desenhar uma recta, basta encontrar dois pontos que pertencam a recta e liga-los:

o Um ponto facil é onde a recta cruza o eixo y: (0,b)

o Outro ponto pode ser encontrado atribuindo um valor qualquer para x (por exemplo, z = 1) e calculando
0 y correspondente

1.7.4 Rectas Paralelas e Perpendiculares

r—[ Rectas Paralelas }

Duas rectas sdo paralelas se tiverem a mesma inclinacdo (o mesmo coeficiente angular a). Elas nunca se
encontram.

Condigao: Se y; = a1 + by e yo = asx + ba, entdo as retas sdo paralelas se e somente se a1 = as.

Exemplo: y =2z + 1 ey =2z —5 (ambas tém a = 2)

\

r—[ Rectas Perpendiculares ]

Duas rectas sdo perpendiculares se elas se cruzam formando um angulo de 90 graus.
Condicao: O produto dos coeficientes angulares deve ser —1.

a1 Xay=-—1 ou a9 =——

Exemplo: y =2z + 3 (onde a1 =2) e y = —12 4 7 (onde ag = —3)
Verificagdo: 2 x (—3) = —1

1.7.5 Equacao Geral da Recta

r—[ Forma Geral da Recta }
A Equacdo Geral da Recta é uma forma alternativa de representar uma reta no plano cartesiano:

Az +By+C=0

onde A, B e C sao nimeros reais, e A e B ndo sdo ambos zero.

\

]

—[ Conversao entre Formas )

De y = ax + b para Az + By + C = 0:
Se temos y = 2z + 3:

1. Mover todos os termos para um lado da igualdade:

y—2x—-3=0
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2. Reorganizar:
—2x+y—3=0

ou
2 —y+3=0

Aqui, A=2,B=-1e(C =3.

\

,—[ Obter o Coeficiente Angular da Forma Geral }
Se a recta esta na forma Az + By + C' = 0, o coeficiente angular é:

(desde que B #0)

\

r—| Exercicios }

1. Determine se as rectas abaixo sao paralelas, perpendiculares ou nem uma nem outra:
a) y=3x+2ey=3zx—5
b) y=2z+ley=—1z+3
c)y=xz+dey=22c—1

2. Converta as seguintes equagbes para a forma geral:

a) y=3r—2
b) y=—2z+5
c)y=uz

3. A partir da equagdo geral 3x — 2y + 6 = 0, determine:
a) O coeficiente angular
b) O coeficiente linear

¢) A equagdo na forma reduzida y = ax + b
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1.8 Sistemas de Equacoes Lineares

1.8.1 Definicao de Sistema de Equacoes Lineares

Um sistema de equagdes lineares é um conjunto de equacoes lineares que devem ser satisfeitas simultaneamente.
E uma ferramenta fundamental para resolver problemas que envolvem miiltiplas condigdes ou restrigoes.

,—| Definicao } N

Um sistema de duas equagoes lineares com duas incégnitas tem a forma geral:

¢ Forma geral:
a1r + by = ¢
asx + boy = co

e Onde: ay,by,cq,a9,bs,co € R sdo coeficientes
e Incégnitas: x e y sdo as varidveis a determinar

o Solugdo: Par ordenado (xg,yo) que satisfaz ambas as equagoes

\ J

Sistema Possivel e Determinado: Tem uma tnica solugao

o As retas se interceptam num tnico ponto
i a4 b
o Coeficientes: {1 # 31
Sistema Possivel e Indeterminado: Tem infinitas solugoes

e As retas sdo coincidentes

e Coeficientes: & = & — 2L
a bz Cc2

Sistema Impossivel: Nao tem solugao

o As retas sdo paralelas (ndo se interceptam)

o Coeficientes: & = & £ <
a2 b2 c2

1.8.2 Métodos de Resolucao

r—[ Principais Métodos } |

1. Método da Substituicao:

¢ Isolar uma variavel numa equacao
e Substituir na outra equacao
o Resolver a equagao resultante
e Encontrar o valor da segunda variavel
2. Método da Adicao (Eliminacéo):
o Multiplicar as equagoes por constantes adequadas
e Somar as equagdes para eliminar uma variavel
e Resolver para a variavel restante
e Substituir de volta para encontrar a outra
3. Método Grafico:
e Representar cada equacdo como uma reta

o Encontrar o ponto de intersecgao
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e As coordenadas do ponto sdo a solucao
4. Regra de Cramer:
o Usar determinantes para resolver

o Aplicavel quando o determinante principal 0

1.8.3 Método da Substituicao

f—[ Exemplo: Método da Substituicao }

Problema: Resolva o sistema:
20 4+3y="7
r—y=1

Solugao:
Passo 1: Isolar x na segunda equagao:

r—y=1=z=y+1
Passo 2: Substituir na primeira equagao:
2y +1)+3y="7
20+243y="7
5Y =5
y=1

Passo 3: Encontrar z:
p=gilsilfll=2

Passo 4: Verificagao:
o Equacdo 1: 2(2)+3(1) =4+3=7
e Equagao 2: 2—-1=1

Resposta: S = {(2,1)}

1.8.4 Método da Adicao

,—[ Exemplo: Método da Adicao }

Problema: Resolva o sistema:
3z + 2y =16
S5r —3y =17

Solucgao:
Estratégia: Eliminar y multiplicando as equagoes por valores adequados.
Passo 1: Multiplicar a primeira equacao por 3 e a segunda por 2:

9z + 6y = 48
10z — 6y = 14

Passo 2: Somar as equagoes:
9z 4 6y + 10x — 6y = 48 4+ 14

192 = 62
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Xr = 1—9
Passo 3: Substituir  na primeira equagao original:
62
— 4+ 2y=1
3 19 + 2y 6
186
— +2y=1
19 + 2y 6
186 304 —186 118
e T TR T}
59
T

Passo 4: Verificagao:

19 19 19
5. 9. F.62 o 59 _ 310177 _ 133 _
o Equacdo 2: 5- 35 t S =2 =17

Resposta: S = {(%, %)}

1.8.5 Método Grafico

O método grafico consiste em representar cada equagao do sistema como uma reta no plano cartesiano e encontrar o
ponto de intersecgao.

Gréfico 1: Sistema com Solucido Unica N

Problema: Resolver graficamente o sistema:

{y =z+1
y=-x+3
Anilise das retas:
Retal: y=z+1

e Coeficiente angular: m; =1

¢ Coeficiente linear: b; = 1

o Pontos: (0,1), (1,2), (—1,0)
Reta 2: y=—2x+3

o Coeficiente angular: mg = —1

o Coeficiente linear: by = 3

o Pontos: (0,3), (1,2), (3,0)
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\

Y
— y=x+1
—y=-z+3
(0,3)
3
(1, 2%\ SoMicao
2, ,,,,,,,,
0,1 :
( 1) :
T f T
—2 (=191, 1 5 3(&0)

Solucgao Algébrica para Verificagao: Igualando as expressoes:

z+1=—-x+3
20 =2
rz=1

y=1+1=2

Conclusdo: S = {(1,2)} - Sistema Possivel ¢ Determinado

,—[ Grafico 2: Sistema Impossivel |

J

Problema: Analisar graficamente o sistema:

2 4+y=3
20 +y =1

Reescrevendo na forma y = mz + b:
e Retal: y=—-2x+3
e Reta2: y=—-2x+1
Anilise:
o Ambas tém coeficiente angular m = —2 (paralelas)
o Coeficientes lineares diferentes: by = 3, by = 1

e As retas nunca se encontram

o1




—2x+y=3
—2r+y=1

Retas Paralelas
(Sem Interseccao,

CL)

=il —0.5 3
—1
—2
Verificacao dos Coeficientes:
a 2 b 1 c 3
1=2=1 A=-=1 Z2=2=3
an 2 b2 1 Co 1
Como ¢* = Z—l # & o sistema é impossivel.
2 2 C
Conclusao: S = (5 - Sistema Impossivel
,—[ Grafico 3: Sistema Indeterminado }
Problema: Analisar graficamente o sistema:
r+2y=4
2z +4y =8
Simplificagdo: A segunda equagio é o dobro da primeira:
2(x +2y) =2(4) = 2z + 4y =8
Reescrevendo na forma y = mx + b:
e Reta 1: y = —%aj—i—Z
 Reta 2: y = —1x + 2 (idéntical)
31y
—ax+2y=4e2x+4y=38
2.5
g,
1.5
1 -
Retas Coincidentes
0.5 | Infinitas Solugoes
(z, —%x + 2)
x
r T T T il
il 1 2 3 H?L\Q\a
705 -

Verificagao dos Coeficientes:
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Como Z—; = Z—; = Z—;, o sistema é indeterminado.

Conjunto Solugdo: S = {(z,y) € R? 1z + 2y =4}

1.8.6 Regra de Cramer

,—[ Regra de Cramer }

Para o sistema:
a1x + bly = C1
as + bay = ca

Determinantes:
e Principal: D = by = a1by — asb;
az by
« Dex: D, = | bl‘ = c1by — c2by
c2 by
a
e Dey: D, = a; c; = a1z — a2C1
Solugoes:

e SeD#0z=Lrey= % (solugdo tnica)
e Se D=0e D, = D, = 0: infinitas solugdes
e Se D=0e D, # 0 ou Dy # 0: sem solugao

\

,—[ Exemplo: Regra de Cramer }

Problema: Resolva usando a Regra de Cramer:

3z +2y =17
z—y=1

Solugao:
Passo 1: Calcular o determinante principal:

D= ’i’ _21‘ —3(-1)—1(2) = -3-2=5
Passo 2: Calcular D, :
D, = ‘I _21‘ —7(—1) = 1(2) = —T—2= -9
Passo 3: Calcular D,:
D, = ‘i’ I' —3(1)—1(7)=3—-T7=—4
Passo 4: Aplicar a regra:
poDe_=9_9
W = B
D, -4 4
YD "5 5

Verificagao:
o Equagéol:3~%+2~§=%7+§=3—55=7
o Equagao 2: %—%z%zl

Resposta: S = {(%a %)}
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1.8.7 Resolucao de Problemas com Sistemas

,—[ Estratégias para Problemas }

Para resolver problemas usando sistemas de equacdes:

Passo 1: Identificar as incégnitas

Passo 2: Traduzir as condi¢des em equacoes
Passo 3: Formar o sistema de equagoes
Passo 4: Resolver o sistema

Passo 5: Verificar e interpretar a solucao

.

,—[ Problema 1: Mistura de Liquidos |

J

Problema: Uma farmécia precisa preparar 200ml de uma solugdo com 30

Solugao:
Definindo as variaveis:

e x = volume da solucao de 20
e y = volume da solugao de 50
Equacoes:
e Volume total: x + y = 200
¢ Quantidade de alcool: 0,2z + 0,5y = 0,3 - 200 = 60

Sistema:

z+y = 200
0,2z 4 0,5y = 60

Resolugao por substituicao: Da primeira equagao: x = 200 — y
Substituindo na segunda:
0,2(200 — y) + 0, 5y = 60

40 — 0,2y + 0, 5y = 60

0,3y = 20
20 200
— = 2 1 66,7 ml
Y=03- 3 ~06Tm
200 600 — 200 400
—900— 2 = 2R T oy 1
a8 00 3 3 3 33,3 m

Verificagao:
o Volume: 133,3 + 66,7 = 200 ml
o Alcool: 0,2(133,3) + 0,5(66,7) = 26,66 + 33,35 = 60,01 ~ 60 ml

Resposta: 133,3 ml da solugao de 20

\

J

Problema: Jodo investiu um total de 50.000,00 MT em duas aplica¢ées. A primeira rende 5

,—[ Problema 2: Aplicagcao Financeira |

Solugao:
Definindo as variaveis:

e 1 = valor investido a 5

e y = valor investido a 8
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Sistema:
z + y = 50000
0,05z + 0,08y = 3200

Resolucao por adigao: Multiplicando a primeira equacao por -0,05:

—0,052 — 0,05y = —2500
0,05z + 0,08y = 3200

Somando as equagoes:
0,03y = 700

Yy = 700 = —70200 ~ 23333, 33

2 = 50000 — 23333, 33 = 26666, 67
Verificagao:
o Total: 26666, 67 + 23333, 33 = 50000 MT
o Rendimento: 0,05(26666,67) + 0,08(23333, 33) = 1333, 33 + 1866, 67 = 3200 MT
Resposta: 26.666,67 MT a 5

\

r—[ Problema 3: Movimento Rectilineo }

Problema: Dois carros partem simultaneamente de cidades distantes 300 km. Se viajam no mesmo sentido, o
carro mais rapido alcanga o mais lento em 6 horas. Se viajam em sentidos opostos, encontram-se em 2 horas.
Quais sao as velocidades dos carros?

Solugao:
Definindo as variaveis:

o v1 = velocidade do carro mais rdpido (km/h)
o vy = velocidade do carro mais lento (km/h)

Analise das situagoes:
Mesmo sentido (6 horas): O carro rdapido percorre 300 km a mais que o lento:

61)1 — 6’[)2 = 300

’U1—1)2:50

Sentidos opostos (2 horas): Juntos percorrem 300 km:
2v1 + 2v5 = 300

v1 4+ vo = 150

"Ul—’l)2=50
v1 + vy = 150

Resolugao por adigdo: Somando as equagoes:

Sistema:

2v1 = 200 = v1 = 100 km/h

Substituindo:
100 + vy = 150 = vy = 50 km/h

Verificagao:

e Mesmo sentido: Em 6h, o carro rapido percorre 100 x 6 = 600 km e o lento 50 x 6 = 300 km. Diferenca:
600 — 300 = 300 km

e Sentidos opostos: Em 2h, juntos percorrem 100 x 2 + 50 x 2 = 300 km

Resposta: O carro mais rapido viaja a 100 km/h e o mais lento a 50 km/h.
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/—[ Problema 4: Geometria }

Problema: Um rectangulo tem perimetro igual a 28 cm e area igual a 45 cms. Determine as dimensoes do
rectangulo.

Solugao:
Definindo as variaveis:

o x = comprimento do rectangulo (cm)
e y = largura do rectangulo (cm)

Sistema:
2r + 2y = 28 (perimetro)
xy =45 (4rea)

Simplificando a primeira equagao:
r+y=4d=y=14—-=2

Substituindo na segunda equacgao:
x(14 —x) =45
14z — 2% =45
2% — 142+ 45 =0

Resolvendo a equagao quadratica:
A = 14% — 4(1)(45) = 196 — 180 = 16

14+4
B= =

2
Solugoes: £1 =9 e xy =5
Valores correspondentes de y:

e Sex =9, entaoy=14—-9=5

e Sex=5,entaoy=14—-5=9
Verificagao:

o Perimetro: 2(9) + 2(5) = 28 cm

o Area: 9 x 5 =45 cms

Resposta: As dimensoes sdo 9 cm e 5 cm.

\

r—| Exercicios }

1. Resolva o sistema usando o método da substituicao:
3z —2y=1
r+4y="7
Solugao:

Da segunda equagao: © =7 — 4y

Substituindo na primeira:
3(7—4y)—2y=1

21 - 12y —2y =1

14y = —20

10

vy=7

10 0 9
f— —4—: _—— = —
r=1 A




.o _ [(9 10
Resposta: S = {(7, 17)}
. Resolva graficamente o sistema e classifique-o:
y=2z—1
Yy=—x+2

Solugao:

Igualando as expressoes:
2e—1=—-x+2

3z =3
r=1
y=2(1)—1=1
O ponto de intersecgao é (1,1).

Como as retas tém coeficientes angulares diferentes (m; = 2 # —1 = my), elas se interceptam em um
tnico ponto.

Resposta: S = {(1,1)} - Sistema Possivel e Determinado.

. Uma loja vendeu 120 artigos entre camisas e calgas. O prego de uma camisa é 450,00 MT e o de uma calca
é 800,00 MT. Se o total arrecadado foi 75.000,00 MT, quantas camisas e quantas calgas foram vendidas?

Solugao:
Seja ¢ = nimero de camisas e p = nimero de calgas.

Sistema:
{c +p=120

450c + 800p = 75000
Da primeira equacao: ¢ =120 — p

Substituindo na segunda:
450(120 — p) + 800p = 75000

54000 — 450p + 800p = 75000
350p = 21000
p =60

c =120 - 60 = 60
Verificagao:

« Total: 60 + 60 = 120
« Valor: 450(60) 4 800(60) = 27000 + 48000 = 75000 MT

Resposta: 60 camisas e 60 calgas.

. Use a Regra de Cramer para resolver:
2z + 3y =8
e —y =2

Solucgao:
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Resposta: S = {(1,2)}

2 -1
Dy:‘i Z‘:2(2)—4(8):—28
_Do_ -4
- D —14
D, -28
= =—"=9

Y="p T 11

. Dois nimeros tém soma igual a 50 e diferenga igual a 12. Determine esses nimeros.

Solugao:

Sejam x e y os numeros procurados.

Sistema:

Somando as equagoes:

Substituindo:

Verificagao:

e Soma: 31+ 19 =50
o Diferenca: 31 — 19 =12

rz+y=>50
z—y=12

20 =62 =2 =31

31+y=50=y=19

Resposta: Os ntmeros sao 31 e 19.
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1.9 Razao, proporcao, escala e porcentagem

1.9.1 Razao

A razao é uma comparacio entre duas grandezas da mesma espécie, por meio de uma divisio. Ela nos permite
compreender quantas vezes uma grandeza contém a outra ou qual é a relagao entre elas.

,—[ Definicao de Razao } N

Dizemos que a razao entre dois niimeros a e b (com b # 0) é o quociente entre eles:

50— 2
Razao = b

Importante: A ordem dos valores influencia o resultado da razéo!

\

,—[ Exemplos de Razao }

e A razao entre 12 e 4 é

12
T =3
4

e A razaoentre4e 12 é

W=

12

e Em uma sala com 10 meninas e 15 meninos, a razdo entre meninas e meninos é % =3

]

1.9.2 Tipos de Razao

r—[ Razao entre Grandezas }

Podemos encontrar razao entre diferentes grandezas, desde que sejam grandezas da mesma natureza, como:

e Razao entre comprimentos: Ex: g—z =3
« Razao entre areas: Ex: % =
o Razao entre quantidades: Ex: 1501[)%;12 =1
1.9.3 Proporcao
r—[ Defini¢ao de Proporcao } |

Uma proporg¢ao é uma igualdade entre duas razoées. Se % = g (com b # 0 e d#0), dizemos que a, b, c e

d formam uma proporgao.

a c
—-=- = a-d=b-c
b d

Esse produto cruzado é chamado de multiplicacdo em cruz.

\ J

,—[ Exemplos de Proporcgao } N
e« 2=2pois2-6=3-4=12
o 2=1%pois5-24=8-15=120

59



1.9.4 Propriedades das Proporcoes

,—[ Propriedades Fundamentais }

Sea Cetao
— = —, entao:
b d’

e Multiplicagao cruzada: a-d=5-c

P ~.a_ ¢ c_a
¢ Permutacao: Z_E:>C_l_5
¢ Inversao: g:£:>9:£l
b d a c
o Composigao: g:E:}a+b:c~|—d
b d b d
« Decomposicio: a_t. a=bh_ e—d
b d b d

1.9.5 Grandezas Proporcionais

,—[ Grandezas Diretamente e Inversamente Proporcionais }

Grandezas diretamente proporcionais: Se uma grandeza aumenta (ou diminui), a outra também aumenta
(ou diminui), na mesma razao.

Grandezas inversamente proporcionais: Se uma grandeza aumenta, a outra diminui, e vice-versa, de
forma inversa.

\

f—[ Exemplos de Proporcionalidade }

Diretamente proporcionais:
e O ntmero de horas trabalhadas e o saldrio recebido (mais horas, mais salario)
e A quantidade de produtos comprados e o valor total pago
Inversamente proporcionais:
o Numero de operdrios e o tempo para concluir uma obra (mais operérios, menos tempo)

e Velocidade e tempo de percurso (maior velocidade, menor tempo)

\

f_' Exercicios }

1. Calcule a razéao entre 18 e 6.

Solugdo: 2 =3

2. Verifique se os pares formam proporgao: ﬁ = %

Solugao: 7-6 =42 e 14 -3 =42 Sim, formam proporcgao.

3. Uma receita usa 2 xicaras de agicar para cada 3 de farinha. Se forem usadas 9 xicaras de farinha, quantas
de agucar devem ser usadas?

Solugao:
§:§:>2~9:3~$:>18:3x:>1::6

4. Em uma fabrica, 4 maquinas produzem 120 pegas por hora. Quantas pegas produzirdao 6 maquinas, na
mesma taxa?
Solugao: Grandezas diretamente proporcionais.
4 6
— =—=4r="720= 2 =180
120 =«

Logo, 6 maquinas produzirao 180 pecas por hora.
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1.9.6 Escala

f—[ Definicao Escala }

A escala é a razdo entre uma medida no desenho (ou no mapa) e a medida real correspondente no objeto re-
presentado. Ela é usada para representar objetos grandes em tamanhos menores (reducio) ou objetos pequenos
em tamanhos maiores (ampliagdo).

Medida no desenho
Medida real
Importante: Ambas as medidas devem estar na mesma unidade!

Escala =

\

r—[ Exemplos de Escala }

o Uma escala de 1 : 100 significa que 1 unidade no desenho representa 100 unidades na realidade.

e Se 2 cm em um mapa representam 10 km reais, entao:

2cm 2

= =1:
10km 1000000 500000

Escala =

\

,—[ Férmulas Importantes de Escala ]

o Escala: Escala = M
real
¢ Medida real: Real = M
escala

¢ Medida no desenho: Desenho = escala x real

1.9.7 Porcentagem

,—[ Definicao Porcentagem }

A porcentagem representa uma razao com denominador 100. E uma forma de expressar uma parte de um
total dividido em 100 partes iguais.

x

E muito usada em situacoes do cotidiano como descontos, aumentos, impostos, juros, estatisticas, entre outros.

\

,—[ Exemplos de Porcentagem }

o 20% de 150:
20 x 150 = 30
100 B

e Um produto com 25% de desconto sobre 200 MT:

25
Desconto = 100 x 200 =50MT = Prego com desconto = 200 — 50 = 150M T

e Aumento de 10% sobre 300 MT:

10
Aumento = 100 x 300 =30MT = Novo valor = 300 + 30 = 330M T
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,—[ Férmulas Fundamentais de Porcentagem }

¢ Porcentagem de um valor: 1% xV
e Aumento percentual: Vo, =V + (1’0'40 X V)

e Reducgao percentual: V. =V — (1%0 X V)

Exercicios
1. Um mapa tem escala 1 :25000. Qual a distancia real representada por 8 cm no mapa?
Solucgao:

Real = 8 x 25000 = 200000 cm = 2000 m = 2km

2. Qual é o valor de 12% de 850 MT?

Solucgao:

12 x 850 = 102

100
3. Um produto que custava 500 MT teve um desconto de 15%. Qual é o novo prego?
Solugao:

15
Desconto = 100 x 500 =75 = Novo preco =500 — 75 = 425MT

4. Um saldrio foi aumentado em 10%. Se o salério inicial era 1200 MT, qual é o novo saldrio?
Solugao:

Aumento = 11—(;)0 x 1200 =120 = Saldrio final = 1200+ 120 = 1320MT
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1.10 Loébgica Matematica

A légica matemética é o ramo da Matemédtica que estuda os principios do raciocinio valido e as regras que
governam a argumentacao correta, fornecendo ferramentas para analisar a validade de proposi¢des e argumentos.

1.10.1 Proposicoes

,—[ Definicao de Proposicao }

Uma proposicao é uma sentenga declarativa que pode ser classificada como verdadeira ou falsa, mas nao
ambas a0 mesmo tempo.
Caracteristicas:

e Deve ser uma afirmacao (nao pergunta, ordem ou exclamacio);
e Deve ter um valor 16gico definido (verdadeiro ou falso);

o Nao pode ser ambigua ou subjetiva.

L J

,—[ Exemplos de Proposigoes } |

Proposigoes verdadeiras:
e '24+3=5"
e "Maputo é a capital do Mogambique"
e "Todo nimero par é divisivel por 2"
Proposigoes falsas:
e '5>10"
e "A Terra é plana"
e "Todos os gatos sdo verdes"
Nao sao proposigoes:
e "Que horas sao?"(pergunta)
e "Feche a porta!"(ordem)

e 'x + 2 = 5"(contém varidvel)

1.10.2 Conectivos Loégicos

r—[ Conectivos Légicos } |

Os conectivos 16gicos sdo simbolos utilizados para combinar proposi¢oes simples e formar proposi¢gdes com-
postas.

\

,—[ Principais Conectivos }

n_~ n

o Negacdo (~ ou —): "ndo

o Conjuncao (A): "e
o Disjuncao (V): "ou"

o Condicional (—): "se... entao"

63



o Bicondicional («+): "se e somente se"

1.10.3 Negacgao (~)

,—[ Quando a Negacao é Verdadeira ou Falsa }

A negacao de uma proposigio p (simbolizada por ~ p):
« E verdadeira quando p ¢ falsa

« E falsa quando p é verdadeira

\

,—[ Exemplos de Negacao }

o p: "Hoje é segunda-feira'(verdadeira)
e ~ p: "Hoje ndo é segunda-feira'(falsa)
e ¢ "5 > 10"(falsa)

e ~¢: "5 ndo é maior que 10"ou "5 < 10" (verdadeira)

1.10.4 Conjungao (A)

f—[ Quando a Conjuncgao é Verdadeira ou Falsa }

A conjungdo pAq (1é-se 'peq"):
« E verdadeira apenas quando ambas as proposicoes p e ¢q sdo verdadeiras

« E falsa em todos os outros casos (quando pelo menos uma é falsa)

\

,—[ Exemplos de Conjuncgao ]

J
o p: "Estd sol"(V) e ¢: "Esté calor'(V) p A ¢: "Esta sol e esta calor" (V)

o p: "Estd sol"(V) e ¢: "Esté frio"(F) p A ¢: "Esté sol e estd frio"(F)
o p: "Estd chovendo"(F) e ¢: "Esta calor"(V) p A ¢: "Estd chovendo e esté calor'(F)

e p:"5>10"F)eq "2+ 2=5"(F) pAg: "5>10e2+ 2 =5"(F)

1.10.5 Disjuncao (V)

,—[ Quando a Disjuncao é Verdadeira ou Falsa }

A disjungao p V g (1é-se "p ou q"):
« E verdadeira quando pelo menos uma das proposigoes p ou ¢ é verdadeira

« E falsa apenas quando ambas as proposigoes p e g sao falsas

\

,—[ Exemplos de Disjuncao ]

J
e p: "Vou de carro"(V) e ¢: "Vou de 6nibus"(F) pV ¢: "Vou de carro ou de 6nibus"(V)
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e p: "Hoje é sdbado"(F) e ¢: "Hoje é domingo"(V) pV ¢: "Hoje é sébado ou domingo" (V)
e p: "2épar"(V)eq: "3épar"(V) pVg: "2épar ou 3 é par'(V)
e pr"'5>10"(F)eq "2+2=5"F) pVg '5>100u2+ 2 =5"(F)

1.10.6 Condicional (—)

,—[ Quando a Condicional é Verdadeira ou Falsa }

A condicional p — ¢ (16-se "se p, entdo q"):
« E falsa apenas quando p é verdadeira e ¢ ¢ falsa
« E verdadeira em todos os outros casos

Memorize: "A condicional s é falsa quando a promessa é quebrada"

L

,—[ Exemplos de Condicional }

o p: "Estudo"(V) e ¢: "Passo na prova'(V) p — ¢: "Se estudo, entdao passo na prova'(V)
o p: "Estudo"(V) e ¢: "Passo na prova'(F) p — ¢: "Se estudo, entdo passo na prova'(F)
o p: "Estudo"(F) e ¢: "Passo na prova'(V) p — ¢: "Se estudo, entdo passo na prova'(V)
o p: "Estudo"(F) e ¢: "Passo na prova'(F) p — ¢: "Se estudo, entéo passo na prova'(V)

Explicagdo: Quando néo estudo (F), a promessa néo foi testada, entdo ndo pode ser considerada falsa.

1.10.7 Bicondicional (<)

,—[ Quando a Bicondicional é Verdadeira ou Falsa }

A bicondicional p <> g (16-se "p se e somente se q"):
« E verdadeira quando p e ¢ tém o mesmo valor 16gico (ambas V ou ambas F)

« E falsa quando p e ¢ tém valores logicos diferentes

\

,—[ Exemplos de Bicondicional }

e p: "Ntmero é par"(V) e ¢: "Ntumero é divisivel por 2"(V) p + ¢ (V)
o p: "Tridngulo é equildtero’(V) e ¢: "Tridngulo tem 3 lados iguais"(V) p <+ q (V)
« p: "Esté chovendo'(V) e ¢: "Estd sol'(F) p < ¢ (F)

e« p:'5>10"(F)eq: "2+ 2=5"F) poq (V)

\

f_[ Resumo dos Conectivos }

Sejam as proposigoes:

o p: "Esta chovendo"

e ¢: "Levo guarda-chuva'
Proposi¢oes compostas:

e ~ p: "Néo esta chovendo"
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e pAq: "Esta chovendo e levo guarda-chuva'
e pV q: "Esta chovendo ou levo guarda-chuva'
e p — q: "Se esta chovendo, entdo levo guarda-chuva'

e p <+ q: "Esta chovendo se e somente se levo guarda-chuva'

1.10.8 Tabela-Verdade

r—[ Tabela-Verdade }

A tabela-verdade é uma ferramenta que mostra todos os possiveis valores l6gicos de uma proposi¢do composta,
considerando todas as combinagoes possiveis dos valores 16gicos das proposi¢des simples que a compoem.

\

r—[ Tabelas-Verdade dos Conectivos }

plq|~p|pPANqg|pVqg|p—>q| Py

V| V| F A% A% A% A%

VI F| F F A% F F

F|V | V F A% A% F

F|F| V F F Vv Vv

f_[ Construindo uma Tabela-Verdade }
Para a proposicao: (pAq) =~ r

Plag|r|pAg|~r|(pAg o~
V|V |V A% F F
V|V |F A% A% A%
V|F |V F F A%
V|F|F F A% A%
F|V ]|V F F A%
F|V|F F A% A%
F|F |V F F A%
F|F|F F A% Vv

1.10.9 Equivaléncias Loégicas

,—[ Equivaléncia Loégica |

J

Duas proposicoes sao logicamente equivalentes quando possuem os mesmos valores logicos para todas as
possiveis combinagoes dos valores 16gicos de suas proposicoes simples.
Notagdo: p = ¢ (lé-se: "p é equivalente a q")

\

,—[ Principais Equivaléncias }

e Leis de De Morgan:

L ~(pAg)=~pV~yg

2. ~(pVq)=~pA~gq
e Dupla Negagiao: ~ (~p) =p
e Condicional: p - g=~pVq

« Bicondicional: p < ¢=(p — q) A (¢ — p)
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o Comutatividade:

1. pANgq=qAp
2. pVg=qVp

1.10.10 Negacao, Tautologia e Contradicao

,—[ Classificacao das Proposicoes }

As proposi¢oes compostas podem ser classificadas em:

o Tautologia: Proposicao sempre verdadeira
e Contradigao: Proposicdo sempre falsa

o Contingéncia: Proposicdo que pode ser verdadeira ou falsa

\

,—[ Exemplos de Classificagao }

Tautologia:

e pV ~ p (sempre verdadeira)

e p — p (sempre verdadeira)
Contradigao:

o pA ~ p (sempre falsa)

o pA~ (pVq) (sempre falsa)
Contingéncia:

e pAq (depende dos valores de p e q)

e p — q (depende dos valores de p e q)

\

,—[ Negacgao de Proposi¢oes Compostas }

e ~(pAg)=~pV~gq
~ (Vg =~pA~gq
e ~(p2 g =pA~q
~ (

P q)=pA~qV ~pAgq

.

r—| Exercicios I

1. Determine se as seguintes sentencas sao proposigoes:
a) "O ntimero 17 é primo"
b) "Estude mais!"
c) "x > 5"
d) "2+2=4"

2. Construa a tabela-verdade para: (pV ¢)A ~ r
3. Verifiquese p > q=~q —~7p
4. Classifique as proposi¢oes como tautologia, contradigdo ou contingéncia:

a) pv ~p
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b) pA ~p
c)p—(pVa)

5. Encontre a negagao de: "Se estudo, entdo passo na prova'
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1.11 Polin6émios

Os polindmios sdo expressoes algébricas formadas pela soma de termos, onde cada termo é o produto de um coeficiente
(ntmero real) por uma poténcia ndo-negativa de uma varidvel.

1.11.1 Definicao

,—[ Definicao de Polinémio }

Um polinémio na variavel x é uma expressao da forma:

P(z) = ana"™ + ap_12" ' + -+ apx® +a1x + ag
onde:
e Qp,0n_1,...,01,0y SA0 numeros reais chamados coeficientes
e 7 é um ndmero natural chamado grau do polinémio (quando a,, # 0)
e a, ¢ o coeficiente dominante

e ap é o termo independente

L J

,—[ Exemplos de Polin6mios } |
o P(x) =3z" —22% + 5z — 1 (grau 4)
e Q(x) =22+ 4z + 4 (grau 2)
o R(z) =7z —3 (grau 1)
e S(xz) =5 (grau 0, polindmio constante)
o T(z) =0 (polindémio nulo)

Nao sao polindmios:
o f(z) =1 (expoente negativo)
e g(z) = \/x (expoente fracionario)

o h(z) = 2% (expoente nio inteiro)

\ J

f—[ Classificagao dos Polindmios por Grau }

o Grau 0: Polinémio constante: P(x) = ag

o Grau 1: Polinémio linear: P(x) = a1z + ag

e Grau 2: Polinémio quadratico: P(z) = axz? + a1z + ag

e Grau 3: Polinoémio cibico: P(x) = azx® + asx? + a1z + agp

e Grau n: Polinémio de grau n
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1.11.2 Valor Numérico de um Polinémio

f_[ Valor Numeérico }

O valor numérico de um polinémio P(x) para @ = a é o ntimero real obtido substituindo-se = por a na
expressao do polinémio.

Notacdo: P(a) representa o valor numérico de P(x) quando z = a.

Se P(a) = 0, dizemos que a é uma raiz ou zero do polinémio.

\

r—[ Calculo do Valor Numeérico }

Dado P(z) = 223 — 322 + x — 5, calcular:

a) P(1):
P(1)=2(1®-3(1)2+(1)-5=2-3+1-5=-5
b) P(2):
P(2)=2(2°-3(2°+(2)-5=16-12+2-5=1
c) P(-1):
P(-1)=2(-1*-3(-1)?+(-1)-5=-2-3-1-5=—11
Como P(1) = =5 # 0, = 1 nao é raiz do polinémio.

1.11.3 Teorema do Resto

r—[ Teorema do Resto }

O Teorema do Resto estabelece que: o resto da divisdo de um polindémio P(x) por (z — a) é igual ao valor
numérico P(a).

Formalmente: Se P(x) = (z —a) - Q(z) + R, entdo R = P(a).

Corolario: P(a) =0 se e somente se (z —a) é um fator de P(z).

\

,—[ Aplicagao do Teorema do Resto }

Determinar o resto da divisdo de P(z) = 2° — 222 + 3z — 1 por (z — 2).
Solugdo: Pelo Teorema do Resto, o resto é P(2):

P2)=(22-2(2%+312)-1=8-84+6-1=5

Portanto, o resto da divisao é 5.
Verificagdo: (x — 2) é fator de P(z)? Como P(2) =5 # 0, (x — 2) ndo é fator de P(x).

1.11.4 Divisao de Polinomios

f_[ Divisao de Poliné6mios }

A divisdo de polindmios segue o mesmo principio da divisdo de ntimeros inteiros.
Dados os polinémios P(z) (dividendo) e D(z) (divisor), com D(x) # 0, existem tnicos polinémios @Q(x)
(quociente) e R(z) (resto) tais que:

P(z) = D(z) - Q(z) + R(x)

onde o grau de R(z) é menor que o grau de D(x).
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Divisao por Binémios

,—[ Divisao por (z —a) }

Para dividir um polinémio P(z) por (z — a), podemos usar:
1. Teorema do Resto: R = P(a)
2. Algoritmo de Ruffini (Briot-Ruffini):

o Organizar os coeficientes de P(z) em ordem decrescente
o Usar o valor a para calcular o quociente

o O ultimo valor é o resto

\

f_[ Divisdao usando Briot-Ruffini }

Dividir P(x) = 223 — 522 4+ 3z — 1 por (z — 2).
Dispositivo de Briot-Ruffini:

Calculo:
e 2.2=4; -5+4=-1
e —1.2=-2;3+(-2)=1
¢« 1.2=2-142=1

Resultado: Q(z) =212 —z+1eR=1
Verificagdo: P(z) = (z —2)(222 —z+1) +1

\

,—[ Divisao pelo Método da Chave }

Dividir P(z) = 2% + 222 — 2 — 2 por D(z) = 2% — 1.

23+ 2% —x— 2+ (g2 —1)
23+ 022 +0z —x=x(x® - 1)
0z° + 2% + 0z — 2

222 + 0z — 2 = 2(z% — 1)
0

Resultado: Q(z) =2z +2e R(z) =0
Portanto: z3 + 222 — 2 — 2= (22 — 1)(z + 2)

1.11.5 Polindomios Idénticos

)

Polinémios Idénticos |

Dois polindémios P(z) e Q(x) sdo idénticos quando possuem os mesmos coeficientes para termos de mesmo
grau.

Notagao: P(z) = Q(z)

Condigdo: P(z) = Q(z) se e somente se P(a) = Q(a) para todo valor real a.
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,—[ Determinacao de Coeficientes } N

Determinar os valores de a, b e ¢ para que os polindmios sejam idénticos:

P(z) =2z +azx+b e Qz)=cz®+3z—1
Solugdo: Para que P(z) = Q(x), devemos ter:
o Coeficiente de 2%: 2 =c=c=2
o Coeficiente de x: a =3
e Termo independente: b = —1

Resposta: a=3,b=—-1,c=2
Verificagdo: P(z) =222 +32z - 1=Q(z) =222+ 3z — 1

1.11.6 Operacoes com Polinémios

Adicao e Subtracao

,—[ Adicao e Subtracao de Polinomios } -

Para somar ou subtrair polinémios, adicionamos ou subtraimos os coeficientes dos termos de mesmo grau.
Propriedades:

¢ O grau da soma é no maximo igual ao maior grau dos polind6mios

e A operacdo é comutativa e associativa

\

,—[ Adicao e Subtracao }

Dados P(z) =323 — 222 + 2 — 5 e Q(z) = 2® + 42 — 3z + 2:
a) P(z) + Q(x):

P(z) + Q(z) = (32° — 22° + 2 — 5) + (2° + 42® — 32 + 2)
=B+1)z®+(-2+4)z° + (1 —-3)z+ (-5+2)
= 423 4+ 227 — 22 — 3

b) P(z) — Q(x):
P(z) — Q(z) = (32® — 222 + . — 5) — (23 + 42® — 32+ 2)

=B-12*+(-2-4)2>+ (1 +3)z+(-5-2)
=22% — 62% + 4z — 7

Multiplicacao

,—[ Multiplicagao de Polin6émios ]

Para multiplicar polinémios, aplicamos a propriedade distributiva, multiplicando cada termo do primeiro
polinémio por cada termo do segundo.
Propriedades:

e O grau do produto é a soma dos graus dos fatores
e A operacio é comutativa e associativa

¢ Distributiva em relagdo a adicdo
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,—[ Multiplicagao de Polinémios }

Calcular (222 — 3z + 1) - (z + 2):

(22> =3z + 1) (z+2)
=222 . 24+222-2-3z-2—3z-24+1-2z+1-2
=223 + 422 - 32 — 6+ +2
=203 + 22 -5z +2
Verificagdo do grau: grau(2z? — 3z + 1) = 2 e grau(z + 2) = 1 Logo, grau do produto =2 + 1 = 3

\

—[ Produtos Notaveis }

e (a+b)?=a’+2ab+b?
o (a—b)2=a2—2ab+ b
e (a+b)(a—>b)=a?®—"b?
e (a+b)®=a’+3a%b+ 3ab® + b3
e (a—0b)®=a3—3a%b+ 3ab? — b3

!

Exercicios
1. Classifique os polindémios por grau e identifique o coeficiente dominante:

a) P(z)=42% - 22 +7

b) Q(z) = —2° + 322 -1

c) R(z) =2z -5
2. Dado P(x) = x3 — 422 + 5z — 2, calcule:

a) P(1)

b) P(2)

c) P(-1)
3. Use o Teorema do Resto para encontrar o resto da divisao:

a) P(z) =z*—3x2+2x — 1 por (z — 1)

b) Q(z) = 2x3 + 22 — 4z + 3 por (z + 2)
4. Efetue a divisdo usando Briot-Ruffini:

Pz)=2*-62+1lz — 6+ (z — 1)
5. Determine a, b e ¢ para que os polinémios sejam idénticos:
P(z)=az’ +bx+c e Qz)=2x2-3z+1

6. Calcule:

a) (#2+3z—-1)+ (222 —z+4)

b) (3z3 — 2z +5) — (a® + 422 — 3)

) (x+2)(2? -3z +1)
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Capitulo 2

Calculo Algébrico

2.1 Funcao, equacao e inequacao do segundo grau

A funcao do 2° grau (ou fungdo quadrética) é uma das mais importantes fungées matemadticas, presente em diversas
aplicagoes praticas como movimento de projéteis, problemas de otimizacido e modelagem de fendmenos naturais.

,—| Definicao I N

Uma funcao do 2° grau ¢é definida por:

o Forma geral: f(x) = ax?+ bz +c, onde a # 0
o Dominio: R (todos os ntimeros reais)
e Grafico: Uma curva chamada parabola

e Coeficientes: a, b e ¢ sdo nimeros reais com a # 0

2.1.1 Forma Geral e CanoOnica

,—[ Formas da Funcao Quadratica }

1. Forma Geral:
f(z) =ar* +bxr +c, ondea##0

2. Forma Canonica (ou Forma Padrao):
f@) = a(z = 0)* +yo

onde (z,,y,) sdo as coordenadas do vértice da pardbola.
3. Forma Fatorada:

f(@) = a(z —21)(z — 22)

onde x1 e x5 sdo as raizes da fungdo (quando existem).

\

Coeficiente a: Determina:

e A concavidade da parabola
o A "abertura'da parabola
e Se a > 0: concavidade para cima

e Se a < 0: concavidade para baixo
Coeficiente b: Influencia:
e A posicao horizontal do vértice

e A inclinacdo da parabola
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Coeficiente c: Representa:

o O valor de f(0)

e O ponto onde a parabola cruza o eixo y

,—[ Exemplo: Convertendo para Forma Canonica }

Problema: Converta f(z) = 2% — 4z + 3 para a forma canodnica.
Solugao:

1. Método: Completar o quadrado
flx)=2> -4z +3

2. Isolar os termos com x:
flx)=2> -4z +3

3. Completar o quadrado: Para 22 — 4z, adicionar e subtrair (%)2 = 4k

flx)=2> -4z +4-4+3

4. Formar o quadrado perfeito:

@)= (@-27 -1

5. Resposta:

Vértice: (2,—1)

2.1.2 Analise do Grafico

,—[ Elementos Importantes da Parabola |

J

1. Vértice: Ponto de maximo ou minimo da fung¢ao

b A

xv:_ﬁv yv:f(xv):_g

. Discriminante: A = b% — 4ac
. Raizes (zeros da funcgdo):

w N

b VA
v 2a

4. Eixo de Simetria: Reta vertical z = x,
5. Ponto de intersec¢do com eixo y: (0,c¢)

\

r—[ Analise do Discriminante }

O discriminante A = b? — 4ac determina:

A > 0: Duas raizes reais e distintas

e A parabola cruza o eixo x em dois pontos
A =0: Uma raiz real dupla

« A pardbola toca o eixo x em um ponto (vértice)
A <O0: Nao h4 raizes reais

e A parabola nao cruza o eixo x
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,—[ Exemplo: Analise Completa de uma Parabola |

J

Problema: Analise completamente a funcio f(r) = —22 + 2z + 3.
Solugao:

1. Identificar os coeficientes: a = —1,b=2,c=3

2. Concavidade: Como a = —1 < 0, a concavidade é para baixo (pardbola "invertida")

3. Vértice:

b 2 1
T T T T

yo=f1)=-1)+2(1)+3=-1+2+3=4
Vértice: (1,4)

4. Discriminante:
A=0b%—4ac=22—4(-1)(3)=4+12=16>0

Como A > 0, ha duas raizes reais distintas.

5. Raizes:
Lo TbEVA 2416 _ 244
2 2(-1) =2
—2+44 -2-4
T = I = —1, To = 9 =5

6. Intersec¢do com eixo y: f(0) = ¢ = 3, ponto (0, 3)
7. Resumo:

e Concavidade: para baixo

o Vértice: (1,4) (ponto de méximo)
o Raizes: x=—-1lexz=3

o Interseccao com eixo y: (0, 3)

e Imagem: (—oo,4]

2.1.3 Resolucao de Equacoes do 2°Grau

—[ Métodos de Resolugao }

1. Féormula de Bhaskara:
. —b+ Vb% —4ac

2a

2. Fatoragdo: Quando possivel, escrever az? + bz + ¢ = a(z — z1)(z — x2)
3. Completar o Quadrado: Transformar em (x — h)? =k
4. Casos Especiais:

e Sec=0: ar®+br =z(ax +b) =0

e Seb=0: a:c2+c:O:>3;2:_§

\

,—[ Exemplo: Diferentes Métodos de Resolucgao ]

J
Problema: Resolva 222 — 8z + 6 = 0 usando diferentes métodos.

Meétodos:
Método 1 - Férmula de Bhaskara:

l.a=2,b=-8,¢c=6
2. A= (-8)% —4(2)(6) = 64 — 48 = 16
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_ 8+V16 __ 8+4
.= =0

4. 21 =3, 29 =1
Método 2 - Fatoragao:
1. Dividir por 2: 22 — 42 +3 =0
2. Procurar dois nimeros que multiplicados deem 3 e somados deem -4
3. (x—=3)(x—1)=0
4. z=3ouz=1
Método 3 - Completar o Quadrado:
22° —8x+6=0
2 —4x+3=0

22 —4x=-3
(x—2)2—-4=-3
(x—2)2=1
r—2==l1

r=3ouzxz=1

2.1.4 Resolucao de Inequacoes do 2z Grau

r—[ Método do Estudo de Sinal }

Para resolver inequagoes quadraticas:

1. Encontrar as raizes da funcao
2. Analisar o sinal de a (concavidade)
3. Construir o grafico mental da parabola

4. Determinar os intervalos onde a fungdo é positiva/negativa

\

z—[ Tabela de Sinais }

Para f(z) = ax? + bz + ¢ com rafzes 71 < xa:

Intervalo | (—oo,z1) | (21,22) | (22,+00)

a>0 0| f(z)<0 | f(z)>0
a<0 0| fl)>0| f(z) <O

Casos especiais:
e Se A = 0: apenas uma raiz, fun¢do ndo muda de sinal

e Se A < 0: sem raizes reais, sinal constante (mesmo de a)

\

,—[ Exemplo: Resolvendo Inequagoes }

Problema: Resolva —z2 + 5z — 6 > 0.
Solugao:

1. Identificar coeficientes: a = —1,b=5, c= —6
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2. Encontrar as raizes: A =25 —4(—1)(—-6) =25-24=1

—5=*1
K—

=11 =2,22=3

w

. Analisar o sinal: Como a = —1 < 0, a parabola tem concavidade para baixo.

4. Construir tabela de sinais:

% (—00,2) | 2] (2,3) | 3| (3,+0)
f(z) - 0 + 0 -

(S8

. Solugdo da inequagdo: Como queremos f(z) > 0, a resposta é:

S =23

2.1.5 Expressoes do 2° Grau - Métodos Avancados

,—[ Fatoracao Avancada )

J

Além dos métodos béasicos, existem técnicas especiais:

Agrupamento: Para expressoes de 4 termos
Diferencga de quadrados: a? — b = (a + b)(a — b)
Quadrado da soma/diferenca: a? + 2ab + b? = (a + b)?

Fatoracao por tentativa: Para casos mais complexos

\

f—[ Exemplo: Fatoracao Complexa }

Problema: Fatore completamente 6z2 + 132 — 5.
Solugao:
1. Método ac: a-c=6-(—5) = —30

2. Procurar dois ntmeros: Numeros que multiplicados deem —30 e somados deem 13: 15 e —2 (pois
15-(—=2) = =30 e 15+ (—2) = 13)

3. Reescrever o termo do meio:

622+ 13z —5=622+ 150 — 22 — 5

4. Agrupar e fatorar:
=3x(2z +5) — 1(2z + 5)

=Bz —1)(2z+5)

5. Verificagao:
(3z —1)(2x +5) = 62® + 152 — 2z — 5 = 62> + 13z — 5

6. Resposta:

622 + 13z — 5 = (32 — 1)(2z + 5)
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2.1.6 Construcao de Graficos - Exemplos Visuais

Grafico 1: Parabola com Concavidade para Cima - f(z) = 2% — 4z + 3 ‘

Construgao Passo a Passo:
1. Andlise dos coeficientes: a =1 > 0 (concavidade para cima), b= —4, ¢ =3
2. Vértice: z, = —% =2,y, = f(2) =4 -8+ 3 = —1 Vértice: (2,—1)
3. Raizes: A=16—12:4az=%2:30u1

4. Pontos importantes:

x | f(x) = 2% — 42+ 3 | Ponto (x,y)
0 3 ©,3)

1 0 (1,0)

2 -1 (2,-1)

3 0 (3,0)

4 3 (4,3)

5. Caracteristicas:

e Vértice: (2,—1) (ponto de minimo)
e Ralzes: z=1ex =3
e Eixo de simetria: x = 2

e Imagem: [—1,+00)

L

—l Grafico 2: Parabola com Concavidade para Baixo - g(z) = —2% + 22 + 3 }

Construcgao Passo a Passo:

1. Anadlise dos coeficientes: a = —1 < 0 (concavidade para baixo), b =2, ¢ =3

2. Vértice: z, = —2(31) =1,y, =9(1) = -1+ 2+ 3 =4 Vértice: (1,4)
3. Rafzes: A=4—4(-1)(3)=4+12=16z= "2 = —1ou 3

4. Pontos importantes:
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x | g(z) = —2% + 22 + 3 | Ponto (z,y)
-2 -7 (-2,-7)
-1 0 (—1,0)

0 3 (0,3)

1 4 (1,4)

2 3 (2,3)

3 0 (3,0)

4 -5 (4,—5)

5. Caracteristicas:

o Vértice: (1,4) (ponto de maximo)
e Raizes: z=—-1exz =3
o Eixo de simetria: x =1

e Imagem: (—oo,4]

Comparacao entre as Parabolas:
o Concavidade: A primeira (a > 0) abre para cima; a segunda (a < 0) abre para baixo

e Vértice: Ponto de minimo vs. ponto de maximo

e Imagem: Limitada inferiormente vs. limitada superiormente

2.1.7 Estudo de Sinal Avancado

,—[ Método Grafico para Inequagoes }

O estudo de sinal pode ser feito graficamente:

1. Desenhar o gréafico da fungao
2. Identificar onde a fungdo é positiva/negativa
3. Relacionar com a inequagao desejada

4. Escrever a solugdo em forma de intervalos

\

,—[ Exemplo: Sistema de Inequagoes }

Problema: Resolva o sistema:

22 —52+6<0
2 4+x+2>0

AA
I
[N
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Solugao:
Inequacgdo 1: 22 — 52 +6 <0

1.
2.
3.

Raizes: 22 — 5z +6=(z - 2)(x—3)=0=x=20uz=3
Como a =1 > 0, a pardbola abre para cima

Solucdo: z € (2,3)

Inequacdo 2: —22+2+2>0

1.
2.
3.
4.

Multiplicar por —1: 22 —2 —2<0
Raizes: 22—z —2=(z—2)(z+1)=0=>z=—-1louz =2
Como a =1 > 0, queremos onde a parabola estd abaixo do eixo x

Solugédo: z € [—1,2]

Interseccao das solugoes:

(273> N [_172] = {2}

Resposta: S = {2}

2.1.8 Aplicacoes e Problemas de Otimizacao

r—[ Problemas de Maximo e Minimo }

\

A funcao quadratica é fundamental em problemas de otimizacéao:

Area maxima com perimetro fixo
Lucro maximo em problemas econémicos
Movimento de projéteis (altura méxima)

Problemas geométricos diversos

,—[ Exemplo: Problema de Otimizacao }

Problema: Um fazendeiro quer cercar um terreno retangular usando 100 metros de cerca. Um dos lados do
terreno serd uma parede ji existente, ndo precisando de cerca. Qual deve ser as dimensoes do terreno para que
a area seja maxima?

Solugao:
1. Definir varidveis: Seja x a largura do terreno (perpendicular & parede) e y o comprimento (paralelo &
parede).
2. Restricao: Cerca necessaria: 2z +y = 100 = y = 100 — 2z
3. Funcio a maximizar: Area: A(z) =z -y = (100 — 2z) = 100z — 22>
4. Encontrar o méximo: A(z) = —22? + 100z (fungdo quadritica com a = —2 < 0)
b 100
Tmax = o0 —m =25
5. Dimensées 6timas: z =25 m, y = 100 — 2(25) = 50 m
6. Area maxima: A,,,, = 25 X 50 = 1250 mS
7. Resposta:

Dimensdes: 25 m x 50 m, Area méxima: 1250 m?
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2.1.9 Formas Especiais e Casos Complexos

,—[ Equacgoes Biquadradas }

Equacdes do tipo az* 4 bx? + ¢ = 0 podem ser resolvidas por substituicio:
Método:

1. Fazer u = 22

2. Resolver au® +bu+c=0

3. Encontrar z = +,/u para cada solugao u > 0

\

,—[ Exemplo: Equacao Biquadrada }

Problema: Resolva * — 522 + 4 = 0.
Solugao:

1. Substituicio: u = z?

w2 —5u+4=0

2. Resolver a equacao em u:
(u—4)(u—1)=0=>u=4ouu=1

3. Voltar para z:

e Seu=4: 2°=4=2==42
e Seu=122=1=2==1

4. Resposta:

‘Sz{—Q,—l,l,Q}‘

\

r—| Exercicios }

1. Determine os valores de k para que a equacio 22 — 4z + k = 0 tenha duas raizes reais e distintas.
Solugao:
Para duas raizes reais e distintas, é necessario que A > 0.
A =b% —dac = (—4)2 — 4(1)(k) = 16 — 4k
Condicao: 16 —4k > 016 >4k k < 4
Resposta: k € (—o00,4).

2. Resolva a inequagao (z — 1)(z + 3) < 2z + 1.
Solugao:
Desenvolvendo o lado esquerdo: (z —1)(z+3)=2>+3z -2 -3 =22+22 -3
Reorganizando a inequacdo: 22+ 22 —3<2x+1224+2r -3—-22—-1<02?2-4<0
Fatorando: (z —2)(z+2) <0

Estudo de sinal: Raizes: x = —2 e x = 2 Como a = 1 > 0, a pardbola abre para cima. A funcao é
negativa entre as raizes.

Resposta: S = [-2,2].

3. Uma bola é langada verticalmente para cima. Sua altura h (em metros) em fungdo do tempo ¢ (em
segundos) é dada por h(t) = —5t? + 20t + 1. Determine: a) A altura maxima atingida b) O tempo para
atingir a altura méxima c) Quando a bola toca o solo

Solugao:
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a) Altura maxima: a = —5,b=20, c =1 tyqp = — 2 = —2({05) =25 hnae = h(2) = —5(4) +20(2) +
1=-20+40+1=21m

b) Tempo para altura maxima: t =2 s

c¢) Quando toca o solo (h =0): —5t> + 20t +1=0 A = 400 + 20 = 420 t = =20Ev420 — 2043105

Comot>0:t:% vl05:2—1——“505%47058

Resposta: a) Altura méxima: 21 m b) Tempo para altura méxima: 2 s ¢) Tempo para tocar o solo:
24+ Y0 54055

. Determine a forma fatorada de f(z) = 222 — 3x — 2 e esboce seu grafico identificando todos os elementos
importantes.
Solugao:

Encontrando as raizes: A =9+ 16 =25z = % =T =2,80 = f%
Forma fatorada: f(z) =2(z —2)(z+ 3) =2(z —2)- & = (z — 2)(22 + 1)
Elementos do grafico:

» Raizes: x:—%ex:2

o Vértice: z, =3, y, = f(3) = -
o Intersecgdo com eixo y: (0, —2)

o Concavidade: para cima (a =2 > 0)

o Imagem: [-%, +00)

Resposta: f(z) = (z —2)(2z +1)
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2.2 Mobdulo de um numero real

O médulo (ou valor absoluto) de um nimero real é uma funcdo que associa a cada nimero real a sua distancia até
a origem na recta numérica. E representado por |z| e sempre resulta em um valor ndo-negativo.

,—| Definicao }

O médulo de um ntimero real permite:

e Medir a distdncia de qualquer ntimero real até zero.
¢ Eliminar o sinal negativo de nimeros, mantendo apenas sua magnitude.
¢ Resolver problemas envolvendo distancias na reta real.

¢ Definir fungoes importantes como a funcdo modular.

2.2.1 Definicao e Propriedades

Defini¢cado Formal do Médulo }

Para qualquer nimero real z, o médulo de z é definido por:

T, sex >0
|| =
—z, sex <0

Interpretagao geométrica: O mdédulo de z representa a distdncia do ponto x até a origem na reta numérica.
Exemplos basicos: o |5] =5 (pois 5 > 0)
o | —3]=—(—3)=3 (pois -3 < 0)

o |0] =0 (caso especial)

,—[ Propriedades Fundamentais ]

Para ntimeros reais a e b, valem as seguintes propriedades:

1. Nao-negatividade: |a| > 0

2. Definida positiva: [a| =0<a =0

3. Simetria: | — a| = |a

4. Multiplicativa: |a-b| = |a| - |b|

5. Divisdo: |¢| = % (para b # 0)

6. Desigualdade triangular: |a + b| < |a| + |b]

7. Desigualdade reversa: ||a| — |b]| < |a — b]

\

,—[ Exemplo: Aplicando as Propriedades }

Problema: Demonstre que |3 - (—4)| = |3| - | — 4] e calcule o resultado.
Solugao:

1. Lado esquerdo:
13- (=4)|=[-12[=12

2. Lado direito:
3] -] —4]=3-4=12
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3. Verificagao:
13- (=) =3[ [ -4 =12

4. Resposta:

| A propriedade multiplicativa é confirmada: 12 = 12

2.2.2 Equacoes Modulares

,—[ Tipos de Equagoes Modulares }

As equagdes modulares envolvem expressées com médulo e podem ter diferentes formas:
1. Forma basica: |z| =a
2. Forma geral: |f(z)| = g(z)

3. Forma com dois médulos: |f(z)| = |g(z)]|

\

,—[ Resolucao de |z| = a |

J

Para resolver a equagao |z| = a:

e Se a < 0: ndo ha solugdo (médulo nunca é negativo)
e Sea=0: z=0 (solugdo tinica)
e Sea>0: z=aouxz=—a (duas solugoes)

Em geral: |z| = a < x = +a (para a > 0)

\

,—[ Exemplo: Resolvendo Equagoes Modulares }

Problema: Resolva as equagdes: (a) |z — 3| =5; (b) |22+ 1| = —2; (c) |22 —4| =5

Solugoes:
(a) [z —3[=5

1. Aplicar a defini¢do: z —3=50ouz —3 = -5
2. Resolver: z =8 ou x = —2
3. Resposta: S = {-2,8}
(b) 2z + 1] = -2
1. Como o médulo nunca é negativo e —2 < 0
2. Resposta: S = ) (conjunto vazio)
(c) |[z2—4| =5
1. Aplicar a definicdo: 22 —4=50oua2? —4= -5
2. Caso 1: 22 =9 = 2 =43
3. Caso 2: 22 = —1 (impossivel em R)

4. Resposta: S = {-3,3}

86



2.2.3 Funcoes Modulares

,—[ Fun¢ao Modular Basica }

A funcdo modular mais simples é:

T, sex >0
—z, sex <0

Caracteristicas:
e Dominio: R
o Contradominio: [0, 400)
+ E uma funcdo par: f(—z) = f(z)

e Possui formato de "V"'

\

,—[ Exemplo: Analisando Fun¢oes Modulares ]

J

Problema: Analise a fungdo f(z) = |z — 2| + 1 e determine suas caracteristicas.

Solucgao:

1. Reescrevendo a funcao:

(x—2)+1=2-1, sex>2
—(z—-2)+1=—-z+3, sex <2

f<x>=|x—2|+1={

2. Caracteristicas:
e Dominio: R
o Imagem: [1,+00)
e Vértice: (2,1) (ponto de mudanga da expressio)

e Crescimento: Decrescente para x < 2 e crescente para x > 2
3. Pontos importantes:

e f(0)=10-2|+1=2+1=3

e f(2)=12-2/+1=0+1=1 (valor minimo)

e f@)=4-2/+1=2+1=3

2.2.4 Transformacgoes Modulares e Grafico da Funcao Valor Absoluto

,—[ Transformacoes da Funcao Modular }

A partir da fungdo bésica f(z) = |z|, podemos obter outras fungoes através de transformagoes:

Translagdo horizontal: f(x) = |z — k| (desloca h unidades na horizontal)
Translagao vertical: f(z) = |z| + k (desloca k unidades na vertical)
Reflexao: f(x) = —|z| (reflete em relagdo ao eixo x)
Dilatagdo/Compressao: f(x) = alz| (altera a "abertura'do V)

Forma geral: flz)=qalz —h|+k

87



,—[ Anilise da Funcao f(z) =alz — h|+ k }

Para a fun¢do modular geral:
o Vértice: (h,k)
o Eixo de simetria: x = h
e Dominio: R
e Imagem:
— Se a > 0: [k,+o0)
— Se a <0: (—o0, K]
e Comportamento:

— Se a > 0: V voltado para cima (valor minimo em = = h)

— Se a < 0: V voltado para baixo (valor maximo em = = h)

\

,—[ Exemplo: Construindo o Grafico }

Problema: Construa o grafico de f(z) = —2|z + 1| + 3 e determine suas caracteristicas.
Solugao:
1. Identificar os pardmetros: Comparando com f(z) =alz —h|+k: a=—-2, h=-1,k=3
2. Caracteristicas da funcao:
o Vértice: (—1,3)
o Eixo de simetria: z = —1
e Dominio: R
o Imagem: (—o0,3] (pois a < 0)

o Concavidade: Voltada para baixo (V invertido)
3. Pontos para o grafico:

« f(-3)=-2|-3+1|+3=-2.243=-1
(=2)= -2/ -2+1|+3=-2-1+3=1
(-1)=-2|—-1+4+1+3=-2:-0+3 =3 (maximo)
0)=—20+1/+3=-2-1+3=1

(1) =21 +1|+3=-2-2+3=-1

4. Descri¢ao do grafico: V invertido com vértice em (—1, 3), decrescente & esquerda e & direita do vértice.

2.2.5 Inequacoes Modulares

r—[ Resolucao de Inequagoes Modulares }

Para resolver inequacdes com modulo:
Tipo 1: |z| < a (com a > 0)
—a<z<a
Tipo 2: |z| > a (com a > 0)
r<—aouz>a

Tipo 3: |f(z)| < g(z)

—g(z) < f(x) < g(x) e g(x) >0
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,—[ Exemplo: Resolvendo Inequagoes Modulares |

J
Problema: Resolva as inequagoes: (a) |z — 1| < 3; (b) 22+ 3| > 5

Solugoes:
(a) [z -1/ <3

1. Aplicar a definicdo: —3 <z —1<3
2. Somar 1 a todos os membros: —3+1<x<3+1
3. Resposta: —2 <z <4 ou S = [-2,4]
(b) |2z +3|>5
1. Aplicar a defini¢do: 2z +3 < =5 ou 2z +3 > 5
2. Resolver cada inequacao:

e 2 < 8=1x<—4
e 2r>2=>1x>1

3. Resposta: x < —4 ou z > 1, ou seja, S = (—o0, —4) U (1, +0)

2.2.6 Construcao de Graficos - Exemplos Visuais

,—[ Gréfico 1: Funcao f(x) = |z| (Fungao Modular Bésica) }

Construcao Passo a Passo:

1. Analisar a definigao:

2. Calcular pontos importantes:

x | |z| | Ponto (x,y)
313 (=33
2| 2| (22
11 (—1,1)

0] 0 (0,0)

1|1 (1,1)

2 | 2 (2,2)

3| 3 (3,3)

3. Caracteristicas do grafico:
e Vértice na origem (0,0)
e Formato de "V"
o Funcdo par (simétrica em relacdo ao eixo y)

o Decrescente para x < 0 e crescente para x > 0
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\

,—[ Gréfico 2: Funcao g(z) = |z — 2| + 1 (Fungdo Modular Transformada) }

Construcao Passo a Passo:
1. Identificar as transformagées: A partir de f(z) = |z|, temos:

o Translagdo horizontal: 2 unidades para a direita

o Translagdo vertical: 1 unidade para cima

2. Reescrever por partes:

—(z—2)+1=—-2+3, sex<?2

g9(z) = | | {(x_2)+1:m_1, se x > 2

3. Calcular pontos importantes:

x |z—=2|z—=2]|g(x)=|z—2|+1
—1 -3 3 4
0 -2 2 3
1 ! 1 2
2 0 0 1
3 1 1 2
4 2 ) 3
5 3 3 4

4. Caracteristicas do grafico:
o Vértice em (2,1)
e Formato de "V"
e Eixo de simetria: x = 2
e Valor minimo: y =1

e Dominio: R, Imagem: [1,+00)

5 -

Y
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Comparacao com f(z) = |z|:

e O gréfico de g(x) = |x — 2| + 1 é o grafico de f(z) = |z| deslocado 2 unidades & direita e 1 unidade para
cima

o O vértice mudou de (0,0) para (2,1)

e A forma do "V'"permanece inalterada

2.2.7 Exercicios Resolvidos

r—' Exercicios I

1. Resolva a equacdo |22 — 5z + 6| = 0.
Solugao:

Para que o moédulo seja zero, a expressao dentro deve ser zero:

22 —524+6=0
Fatorando: (z —2)(x —3) =0
Portanto: z =2ouxz =3
Resposta: S = {2,3}.
2. Determine o dominio da funcio f(z) = ﬁ

Solugao:

Para que a funcao esteja definida, o denominador deve ser diferente de zero:
[t —2|—3#0=|z—2|#3
Resolvendo |z —2|=3: 2 —2=3ouz—2=-3z=5ouz=—1

Resposta: D =R — {—1,5} ou D = (—o0,—1) U (—=1,5) U (5, +00).

3. Resolva a inequagéo |3z — 6| < 9.

Solugao:
Aplicando a definicdo de moédulo:
—-9<3z-6<9
Somando 6 a todos os membros:
—-3<3x<15
Dividindo por 3:
-1<x<5

Resposta: S = [—1,5].

4. Analise a fungdo g(x) = |z| — |x — 4] e esboce seu gréfico.
Solugao:
Andlise por intervalos:

Para z <0: [z|=—2z¢clz—4|=—(z—-4) =4—=z
gy =—2—(4—2)=—2—4+3=—-4
Para0<z<4: |z|=ze|z—4|=—(x—4)=4—2z

gz)=z—4d-z)=zx—-44+zx=2x—-4
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Para x > 4: |z|=ze |z —4|=2—4

gx)y=x—(z—4)=zx—xz+4=14

Funcgao final:
—4, sex <0
glx)=4q2x -4, se0<z<4
4, sex >4

Grafico: Fungao constante igual a —4 para x < 0, reta crescente 2z — 4 para 0 < x < 4, e constante
igual a 4 para x > 4.
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2.3 DMatrizes e Sistemas de Equacoes

Uma matriz é uma organizacao retangular de niimeros dispostos em linhas horizontais e colunas verticais. As matrizes
sdo fundamentais para resolver sistemas de equagbes lineares e tém aplicagoes em diversas dreas da matematica e
ciéncias.

r—[ Definicao de Matriz } |

Uma matriz A de ordem m x n (m linhas e n colunas) é representada como:

a1 a12 te A1n

a21 a22 te a2n
A =

aml Am2 - Amn

Onde a;; representa o elemento da linha i e coluna j.

2.3.1 Formando Matrizes a partir de Sistemas

Dado um sistema de equacgoes lineares, podemos formar diferentes tipos de matrizes:

—[ Sistema Linear e suas Matrizes }

Considere o sistema:
20 +3y—2="7
z—2y+4z=-3
3r+y—2z2=5
Matriz dos coeficientes (A):
2 3 -1
A=(1 -2 4
3 1 =2
Matriz das variaveis (X):
0
X=1y
z
Matriz dos termos independentes (B):
7
B=|-3
5
Matriz ampliada ou aumentada (A|B):
2 3 1|7
(AlB)=| 1 -2 4 |-3
3 1 -2|5
O sistema pode ser escrito na forma matricial como: AX = B

2.3.2 Operacoes com Matrizes

—[ Adicao e Subtracao de Matrizes ]

Duas matrizes A e B de mesma ordem podem ser somadas ou subtraidas:

(A sE B)” = Qjj =E bij

Condic¢ao: As matrizes devem ter a mesma ordem (mesmo nimero de linhas e colunas).
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,—[ Multiplicacao de Matrizes }

Para multiplicar duas matrizes A, xn € Brxp, 0 elemento ¢;; da matriz produto C = AB é:

n
Cij = E @ik * bij
k=1

Condicao: O nimero de colunas da primeira matriz deve ser igual ao nimero de linhas da segunda.

.

,—[ Operagoes com Matrizes }

Sejam as matrizes:

MR

Adicao:
_(1+5 246\ _ (6 8
AvB= <3+7 4—1—8> - (10 12>
Subtracao:
1-5 2—-6 -4 —4
A-B= (3—7 4—8) - (-4 —4)
Multiplicacao:

A p_(1-5+2-7 1-6+2.8) _ (19 22
~\3:-5+4-7 3-6+4-8) ~ \43 50

2.3.3 Calculo de Determinantes

r—[ Determinante de Matriz 2(E2 }

Para uma matriz A = (a b):
c d

det(A) = ad — be

\

,—[ Determinante de Matriz 3x3 (Regra de Sarrus) }

a b ¢
Para uma matriz A= [d e f
g h 1

det(A) = aei +bfg+ cdh — ceg — afh — bdi

Método pratico: Repetir as duas primeiras colunas a direita e calcular os produtos das diagonais.

\

f_[ Calculo de Determinantes ]

Determinante 2x2:
3 2
a=(i %)
det(A)=3-4—-2-1=12-2=10

Determinante 3x3:

s

|
~ &~ =
co Ot N
O S W

Aplicando a regra de Sarrus:
det(B)=1-5-94+2-6-7+3-4-8—3-5-7—1-6-8—2-4-9
=454+844+96—-105—-48-72=0
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2.3.4 Classificacao de Sistemas

f—[ Regra de Cramer } N

Para um sistema AX = B onde A é quadrada:

o Se det(A) # 0: Sistema possivel e determinado (tnica solugéo)

e Se det(A) = 0: O sistema pode ser impossivel ou indeterminado
Quando det(A) # 0, a solucao é:
" det(A)

Onde A; é a matriz obtida substituindo a coluna i de A pela matriz B.

\ J

,—[ Aplicagcao da Regra de Cramer }

Resolver o sistema:
2r4+y =5
z+3y=4

() -0

det(A) =2-3-1-1=6-1=5#0

Matriz dos coeficientes:

Determinante de A:

Como det(A) # 0, o sistema tem solugdo tnica.

Para encontrar x:
A, = (Z ;) = det(4;) =5-3—1-4=11

_ det(A;) 11

det(A)

T

Para encontrar y:

A, = G i) = det(4,) =2-4—5-1=3
_ det(4,)
Y7 det(A)

J
5

o] w

Solugao: |[x = — ey =

2.4 Equacoes Polinomiais

2.4.1 Equacgoes Redutiveis a Quadraticas

Muitas equagoes polinomiais de grau superior podem ser transformadas em equagoes do 2z grau através de substitui¢oes
adequadas.

r—[ Método de Substituicao } |

Para equagoes da forma f(g(x)) =0, onde f é uma fungao quadritica:

1. Fazer a substituicio u = g(x)
2. Resolver a equagao quadratica em u

3. Substituir de volta e resolver para x
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,—[ Equacao Redutivel a Quadratica }

Resolver: z* — 522 4+4=10

Passo 1: Fazer a substituicdo u = 22

u? —bu+4=0
Passo 2: Resolver a equagao quadratica em u

U_Si\/25—16_5j:3
- 2 T2

up =4 ou wus =1
Passo 3: Substituir de volta
e Seu; =4, entdo 22 =4 =2 =42

e Seus =1,entdo 22 =1= 2 ==+1

Solugao: |x =—2 -1, 1,2|

2.4.2 Equacgoes Biquadradas

,—| Definicao }

Uma equacao biquadrada tem a forma:
az* + bz +c¢=0 (a#0)

Nota-se que ndo ha termos com poténcias impares de x.

\

,—[ Equacao Biquadrada ]

Resolver: 3z* — 722 +2=0
Substituicdo: u = 22
3u? —Tu+2=0

Aplicando a férmula de Bhaskara:

u_7j:\/49—24_7j:5
a 6 6

UL =2 ou uUp = 3
Voltando para x:
e Seuy =2, entdo 2 =2 =z = +/2

. SeuQ:%,entéoﬁzéjx::t%‘;’

Solugdo: |z = +v/2, i?

2.4.3 Equacoes do terceiro Grau

Métodos para Equacgoes Cubicas }

Para resolver equacoes do tipo az® + bz? + cx +d = 0:

1. Tentativa com divisores do termo independente
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2. Fatoragao por agrupamento
3. Dispositivo pratico de Briot-Ruffini

4. Produtos notaveis (quando aplicével)

\

,—[ Equacao do 3z Grau - Método da Tentativa }

Resolver: 2% — 622 + 11z — 6 =0
Passo 1: Identificar possiveis raizes racionais (divisores de 6) Candidatos: £1,£2,+3, +6
Passo 2: Testar x =1
13 -6(1)24+11(1)-6=1-64+11-6=0
Logo, x = 1 é raiz.
Passo 3: Fatorar usando (z — 1) Dividindo #3 — 622 4+ 11z — 6 por (z — 1):

23 — 622 + 11z — 6 = (z — 1)(2% — 52 + 6)

Passo 4: Resolver 22 — 5z +6 =0
__5:VO5-od 521
B 2 2
r=3 ou x=2

Solucgao:

2.4.4 Existéncia de Raizes Reais

r—[ Teoremas Fundamentais }

¢ Teorema Fundamental da Algebra: Todo polinémio de grau n possui exatamente n raizes complexas
(contando multiplicidades).

« Para polinbmios com coeficientes reais: As raizes complexas ndo reais aparecem aos pares conjuga-
dos.

¢ Regra dos Sinais de Descartes: O ntimero de raizes positivas de um polinémio é igual ao nimero de
variacoes de sinais dos coeficientes, ou difere dele por um ntmero par.

\

r—[ Analise de Raizes Reais }

Analisar as raizes de P(z) = 23 — 20? — 1 + 2

Variagoes de sinal: Coeficientes: +1, —2,—1,+2 Sequéncia de sinais: +,—, —,+ Variagoes: + — — (11),
——+ (2

Logo, ha 2 ou 0 raizes positivas.

Para P(-x): P(—x) = —a®—222+2+2 Coeficientes: —1, -2, +1,+2 Sequéncia: —, —, +, + Variacdes: — — +

(1 variagdo)

Logo, ha 1 raiz negativa.

Tentativa com divisores de 2: Testandoz =1: P(1)=1—-2—-14+2=0
Fatorando: P(z) = (x — 1)(z2 -2 —2) = (z — 1)(z — 2)(z + 1)

Raizes: (todas reais)

r—' Exercicios I

1. Calcule o determinante da matriz:

1S

Il
— o N
[CRNG
O = W
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Solugao: Aplicando a regra de Sarrus:
det(A)=2-4-24+1-1-14+3-0-2—-3-4-1-2-1-2—-1-0-2

=16+14+0-12-4-0=1

. Resolva a equacdo: z* — 1022 +9 =0

Solucao: Fazendo u = 22

u’—10u+9=0
Por fatoracdo: (u—1)(u—9) =0 Logo: u=1ouu=29
Voltando para x:
e Seu=1,entdo x> =1= 2 ==+1

e Seu=09, entdo 22 =9 = 2 = £3

Resposta: z = —-3,-1,1,3

. Encontre todas as raizes de: 23 + 22 — 42 —4 =0
Solugao: Tentando fatores de 4: £1,+2, +4
Testando z = 2: 23 +22 —4(2) —4=8+4-8-4=0
Dividindo por (z — 2):
B4+ —dr—4=(z-2)(2*+3x+2)

Fatorando z? + 3z + 2:
22 +3c+2=(z+1)(z+2)

Portanto:
B4z —4=(z-2)(+1(z+2)

Raizes: v = —2,—1,2
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2.5 Expressoes algébricas

As expressoes algébricas sdo combinagbes de ntimeros, varidveis, operagoes mateméticas e fungées. O estudo do
seu dominio de existéncia é fundamental para determinar onde essas expressoes fazem sentido matematicamente.

,—| Definicao } N

Uma expressao algébrica pode conter:

e Variaveis (como z, y, t)

o Numeros (constantes)

o Operagdes basicas (+, -, X, +)

o Funcoes especiais (raiz, logaritmo, médulo)

O dominio de existéncia é o conjunto de todos os valores que a varidavel pode assumir para que a expressao
seja matematicamente definida.

2.5.1 Classificacao das Expressoes Algébricas

,—[ Tipos de Expressoes Algébricas } \

As expressoes algébricas podem ser classificadas de acordo com suas caracteristicas estruturais:

o Expressoes Racionais - Envolvem apenas operagoes basicas
o Expressoes Irracionais - Contém radicais ou poténcias fracionédrias

o Expressoes Transcendentes - Incluem fungoes transcendentes

\ J

,—[ Expressoes Racionais } \

Definigao: Expressoes que envolvem apenas as operagoes de adigdo, subtragao, multiplicagdo, divisao e po-
tenciacao com expoentes inteiros.

Subdivisoes:

1. Expressdes Racionais Inteiras (Polinomiais):

e Nao possuem varidvel no denominador

o Exemplos: 322 +2z — 1, 2% — 523 + 2

o Forma geral: a,2” 4+ ap_12™" ' +... + a1z + ag
2. Expressoes Racionais Fracionarias:

o Possuem variavel no denominador

z+1 3z%-1

» Exemplos: 755, 25—

e Forma geral: P@) onde P(z) e Q(x) sao polinémios
Q(z)

\ J

,—[ Expressoes Irracionais } .

Definigao: Expressoes que contém radicais com variaveis no radicando ou poténcias com expoentes fracionérios.
Tipos:
1. Com Radicais:

o Exemplos: vz +1, Va2 —4, y/x+ vz — 1
o Forma geral: {/f(z) onde f(x) contém a varidvel

2. Com Expoentes Fracionarios:
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o Exemplos: z'/2, (z +1)2/3, 23/ — 221/3
« Forma geral: zP/9 onde p, ¢ sdo inteiros e ¢ # 1
3. Mistas:

e Combinam partes racionais e irracionais

« Exemplos: z + /7, Y21 - +2

\

,—[ Expressoes Transcendentes }

Definigao: Expressoes que contém fungées transcendentes (ndo algébricas).
Principais Tipos:
1. Exponenciais:

« Exemplos: 27, e=+1, 32°
e Variavel no expoente
2. Logaritmicas:
« Exemplos: logx, In(x + 1), logy(2? — 1)
e Variavel como argumento do logaritmo
3. Trigonométricas:
o Exemplos: sinx, cos(2z + 1), tan(x?)
o Fungobes trigonométricas da variavel
4. Trigonométricas Inversas:
o Exemplos: arcsin x, arccos(x — 1), arctan(2x)

o Funcoes trigonométricas inversas

\

,—[ Exemplo: Classificagao de Expressoes }

Classifique as seguintes expressoes:

1. f(z) = 3z* — 222 + 5 Classificagdo: Racional Inteira (Polinomial) Justificativa: Apenas operacdes
basicas, sem variavel no denominador

2. g(x) =% +3 Classificagao: Racional Fracionaria Justificativa: Variavel presente no denominador

3. h(z) = V22 + 1 Classificagdo: Irracional Justificativa: Contém radical com variavel no radicando

4. p(z) = 2%/3 + 1 Classificagdo: Irracional Justificativa: Expoente fraciondrio

5. q(x) = 2 +log z Classificacdo: Transcendente Justificativa: Contém func¢do exponencial e logaritmica
6. r(z) = L Class1ﬁca§ao Irracional Justificativa: Presenca de radical (parte mais "complexa")

7. s(x) = sinz + 2% Classificagdo: Transcendente Justificativa: Contém funcio trigonométrica

.

,—[ Hierarquia de Classificacao }

Quando uma expressao combina diferentes tipos, classifica-se pelo tipo mais "elevado":

Racional Inteira < Racional Fracionaria < Irracional < Transcendente

Regra Pratica:

e Se contém funcgdo transcendente Transcendente
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e Se contém radical ou expoente fracionario Irracional
e Se contém variavel no denominador Racional Fracionaria

e (Caso contrario Racional Inteira

2.5.2 Calculo de Dominio - Conceitos Fundamentais

—[ Restricoes Principais }

Para determinar o dominio, devemos identificar onde a expressao NAO existe:

1. Denominador zero: ﬁ = g(x) #0

2. Raiz par de nimero negativo: {/f(z) = f(x) > 0 (se n é par)

w

. Logaritmo de nimero nao-positivo: log f(z) = f(z) >0

4. Base de logaritmo invéalida: log, f(z) = a>0ea #1

\

Fungdes Polinomiais: Dominio sempre R (ndo hé restri¢oes)
Funcgoes Racionais: Excluir zeros do denominador

Funcgoes com Radicais: Radicando deve ser ndo-negativo (raizes pares)
Fungoes Logaritmicas: Argumento deve ser positivo

Fungoes com Mdédulo: Sempre definidas, mas podem criar restrigoes em composigoes

2.5.3 Dominio com Denominadores

,—[ Exemplo: Funcao Racional Simples ]

2x+1
r2—4"

Problema: Determine o dominio de f(z) =
Solugao:
1. Identificar a restrigdo: O denominador ndo pode ser zero: 22 —4 # 0

2. Resolver a equagao:
P?—4=0=>2=4=>z==+2

3. Excluir os valores problematicos: x #2 e x # —2

4. Escrever o dominio:
D=R-{-2,2} = (—00,—2) U (—2,2) U (2,+00)

ot

. Resposta:

|D=R-{-2,2}|

\

,—[ Exemplo: Funcao Racional Complexa }

Problema: Determine o domfnio de g(z) = ¢ +3””)(w12_1) + 5

Solucgao:
1. Analisar cada denominador:
Primeiro termo: (z +3)(22 —1) = (z +3)(x — 1)(x + 1) Zeros: x = -3, v =1, x = —1
Segundo termo: 22 — 9 = (z — 3)(x + 3) Zeros: z =3, x = —3
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2. Reunir todas as restrigées: Valores que tornam algum denominador zero: z € {—3,—1, 1,3}

3. Dominio:
D=R-{-3,-1,1,3}

4. Em notacao de intervalos:

| D =(—00,-3) U(=3,—1) U(=1,1) U(1,3) U (3, +00)]

2.5.4 Dominio com Raizes

r—[ Regras para Radicais }

Raiz de Indice Par: */f(z) existe se e somente se f(z) > 0
Raiz de Indice Tmpar: *"+}/f(x) existe para todo f(z) € R
Casos Especiais:

e Vf(z)= f(z) >0
o Vf(@)= flx)>0

e {/f(x) = sem restrigoes

o /f(x) = sem restri¢bes

\

,—[ Exemplo: Fungao com Raiz Quadrada }

Problema: Determine o dominio de h(z) = Va2 — 5z + 6.

Solugao:

1. Condigdo para existéncia: 22 — 5z +6 > 0
2. Fatorar a expressao: 22 — 5z + 6 = (z — 2)(z — 3)

3. Estudar o sinal:

e (—00,2) | 2 ] (2,3) | 3 | (3,+00)
(x—2) — 0 + I F
(x —3) - - = 0 +
f(z) + 0 = 0 A

4. Solucao da inequacgao: f(z) > 0 quando z <2 ouz >3

5. Resposta:

| D =(—00,2]U[3,+00)]

\

,—[ Exemplo: Raiz no Denominador ]

x+1

Problema: Determine o dominio de k(z) = Jarar

Solugao:
1. Duas restrigcoes simultaneas:

o Raiz existe: 4 —z2 >0
¢ Denominador nao é zero: V4 — 22 #0

2. Combinar as condigdes: 4 — 22 > 0 (estritamente positivo)

3. Resolver a inequagdo: 4 — 22 >0=12<4= -2<x<?2
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4. Resposta:

D =(-2,2)

2.5.5 Dominio com Logaritmos

—[ Condigoes para Logaritmos ]

Logaritmo Natural: In f(z) existe se e somente se f(x) > 0
Logaritmo com Base: log, f(z) existe se e somente se:

o f(x)> 0 (argumento positivo)
e a>0ea#1 (base valida)

Base Variavel: log,,) f(z) requer:
o f(x)>0

+ g(x) >0eg(z) #1

\

,—[ Exemplo: Funcao Logaritmica Simples }

Problema: Determine o dominio de p(x) = log(2z — 6) + In(z + 1).
Solugao:

1. Condic¢oes para cada logaritmo:
Para log(2z —6): 20 —6>02z >6=12 >3
Paraln(z+1): 2+1>02 > —1

2. Intersecgao das condigoes: Precisamos que ambas sejam satisfeitas simultaneamente: z >3 E x > —1
3. Condicdo mais restritiva: z > 3 (pois se > 3, entdo automaticamente z > —1)

4. Resposta:
D=3, +OO)

.

r—[ Exemplo: Logaritmo com Base Variavel }

Problema: Determine o dominio de ¢(z) = log,_,(z + 3).
Solugao:

1. Condigbdes necessarias:
Para o argumento: 2 +3 > 0=z > —3
Paraabase: z—1>0ex—1#1x>1lex#2

2. Combinar todas as condigoes: z > -3 Ez>1E x #2
3. Simplificar: Como z > 1 é mais restritivo que z > —3: x > 1l e x # 2

4. Resposta:

|D=(1,2)U(2,+00)]
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2.5.6 Restricoes com Valor Absoluto

f_[ Valor Absoluto e Dominio }

O valor absoluto em si nao cria restrigdes de dominio, mas pode aparecer em situagdes que geram restri¢oes:

|f ()] Sem restrigoes adicionais
|f(@)]: Sempre existe (|f(x)| > 0)

Mk Requer f(2) # 0

log | f(z)[: Requer f(x) #0

\

f—[ Exemplo: Combinando Mdédulo e Logaritmo ]

J

Problema: Determine o dominio de 7(x) = log [z — 4|.

Solugao:
1. Condicdo para o logaritmo: |22 — 4| > 0
2. Analisar quando |22 —4|=0: 22 —4=0= 2 = 42
3. Como o médulo é sempre nao-negativo: |22 — 4| > 0 quando 2% —4 # 0

4. Resposta:

|D=R—{-2,2} = (—00,-2) U(=2,2) U (2,+0) |

2.5.7 Casos Complexos - Combinacao de Restrigcoes

f—[ Exemplo: Multiplas Restricoes }

Problema: Determine o dominio de s(z) = ln—v(;”:i) + log, (Iiiil)'

Solugao:
1. Analisar cada parte separadamente:

Para ln—v(g,f:i) :

o Vx—1:precisaxr—1>0=z2>1

e In(3—2): precisa3 —z>0=2z<3

e Denominador #0: In(3—2) #0=3—ax#1=z #2
Condigoes: 1 <x<3ex#2

Para log, (lii‘i‘ ):

x+2
* |z—A4| >0

e |lz—4|#0=>x#4

rz+2 .
z—4|°

2. Analisar o sinal de |
r+2>0=>z> -2

Como |z — 4] > 0 sempre (quando x # 4), o sinal depende de x + 2:

3. Combinar todas as condigoes:

e Da primeira parte: 1 <x <3 ez #2
e Da segunda parte: x > —2ex #4

4. Intersecgao: [1,2)U (2,3) (—2,4) U (4,+o0) =[1,2) U (2,3)
5. Resposta:

|ID=[1,2)U(2,3)]
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2.5.8 Método Sistematico para Determinar Dominio

f—[ Algoritmo Geral }

Passo 1: Identificar todos os tipos de restri¢oes presentes

e Denominadores

o Raizes pares

o Logaritmos

e Outras fungoes especiais

Passo 2: Escrever as inequagoes/equagoes para cada restrigao
Passo 3: Resolver cada restrigdo individualmente

Passo 4: Encontrar a interseccao de todas as condigoes
Passo 5: Expressar o resultado final

2.5.9 Representacoes Graficas do Dominio

,—[ Gréfico 1: Dominio de Fungdo Racional - f(z) = }

Anilise do Dominio:
1. Restrigao: 22 —4 # 0 = o # 42
2. Dominio: D =R — {-2,2}
3. Comportamento nos pontos excluidos:

e Em z = —2 e x = 2: assintotas verticais
e lim, , o+ f(z) = +o0

o lim,_,o+ f(2) = £o0

31y
f(:L’): z21—4
2,

Caracteristicas do Dominio:
o Intervalos de definigdo: (—oo, —2) U (—2,2) U (2, +0)
« Pontos de descontinuidade: vt = —2e x =2

e Comportamento: Fungao tende ao infinito nas proximidades dos pontos excluidos

r—i Gréfico 2: Dominio de Fung¢ao com Raiz - g(z) = va? — 1

Analise do Dominio:
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1. Restrigao: 22 —1>0
2. Resolugdo: (z —1)(z+1) >0

3. Estudo de sinal:

x | (=o0,—=1) | =1 | (=1,1) | 1 | (1,+o0)

4. Dominio: D = (—o0,—1] U [1, +0)

Y
xT
) T T il
—4 - . 2 p 3 4
xiste
Caracteristicas do Dominio:
o Intervalos de defini¢do: (—oo, —1] U [1,+00)
o Pontos criticos: x = —1 e z = 1 (onde a fungédo vale zero)

o Intervalo excluido: (—1,1) onde 22 —1 < 0

o Comportamento: Funcio cresce & medida que |z| aumenta

2.5.10 Fungoes Compostas e Dominio

r—[ Dominio de Fun¢bes Compostas }

Para (f o g)(z) = f(g(z)), o dominio é determinado por:
1. z deve pertencer ao dominio de g

2. g(z) deve pertencer ao dominio de f

Simbolicamente: D, = {x € Dy : g(x) € Dy}

\

,—[ Exemplo: Funcao Composta Complexa }

Problema: Determine o dominio de h(z) = \/m .
Solugao:
1. Identificar a composigao: h(z) = f(g(z)) onde f(u) = u e g(x) = log(z — 1)
2. Dominio de g(z) =log(z —1): 2 —1>0=2 >1 Dy, = (1,+00)
3. Dominio de f(u) = v/u: u>0 Dy = [0,+00)
4. Condigao adicional: Precisamos que g(z) € Dy, ou seja: log(z — 1) > 0

5. Resolver a inequagdo: log(z —1)>0=2—-1>10"=1= 12 >2
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6. Combinar as condig¢bes: = > 1 (dominio de g) E > 2 (para que g(x) € Dy)

7. Resposta:
D =[2,+)

2.5.11 Analise de Casos Especiais

\

,—[ Situacoes Particulares )

J

Alguns casos merecem atengao especial:

0, Indefinido para z = 0 (convencio: 0Y é indeterminado)

xm: Depende da paridade de n e do sinal de =
log, a: Base variavel requer x >0, x %21 ea >0
arcsin x, arccos x: Requerem —1 <z <1

f—[ Exemplo: Funcao Trigonométrica Inversa }

Problema: Determine o dominio de p(z) = arcsin (Qf_ifll).

Solugao:

1. Condigoes necessarias:
Para o arcosseno: —1 < 22=L <1
x+1
Para a fracdo: z+1# 0=z # —1

2. Resolver as inequacgoes:

Inequacéo 1: 2;37’112—1 %*’120:}%2()#%20
Estudo de sinal: zeros em 2 = 0 e = —1 Solugdo: = < —1 ou z > 0 (excluindo z = —1) Resultado:
r<—loux>0

Inequagao 2: ?T_llgl %—130#%30#;—;?30
Estudo de sinal: zeros em x =2 e z = —1 Solugdo: —1 <z <2
3. Interseccdo das condigdes: (x < —louz>0) (-1<z<2) (z#-1)

Resultado: [0, 2]

4. Resposta:
D =10,2]

2.5.12 Exercicios Resolvidos

r—' Exercicios }

V42

1. Determine o dominio de f(z) = 25 =.

Solugao:

Restrigoes: 1) Para a raiz:  +2 > 0 = 2 > —2 2) Para o denominador: x2—3z—4 #0

3+5

Resolvendo a equacdo do denominador: 22 — 32 —4=0A =9+ 16 = 25z = 252 =>x =4 ou

® ==l
Combinando as condigées: > —2ex # —lex #4
Resposta: D =[—-2,—-1) U (—1,4) U (4, +00).
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. Determine o domfnio de g(z) = logy(2? — 1) + /5 — z.

Solugao:

Para log,(z2 —1): 22 =1 >0 (z — 1)(z + 1) > 0 Solugdo: z < -1l ouz > 1

Para /5—z: 5—x>0z<5

Intersecgdo: (zr < —louz>1) (x<5)=(z<-1)U(l <z <5)

Resposta: D = (—oo0, —1) U (1, 5].

. Determine o dominio de h(z) = ﬁ

Solugao:

Para a raiz existir: |z — 3| — 2 > 0 (estritamente positivo pois estd no denominador) |z — 3| > 2

Resolvendo a inequagao modular: z —3 >2ouz—-3< -2z >50ux <1

Resposta: D = (—o0,1) U (5, +00).

. Analise o dominio de k(z) = Vz — 1+ \/ﬁ + log |z + 2|.

Solugao:

Para /2 — 1: Sem restrigoes (raiz {mpar)

Para ﬁ: - Raiz existe: 22 —4 > 0 (estritamente positivo) - (z — 2)(z +2) > 0 - Solugdo: z < —2 ou
T > 2

Para log|z +2|: [z+2|>0-24+2#0= 2 # —2
Interseccio de todas as condigbes: Sem restrigoes (z < —2 ouz > 2) (z # —2) = (z < —2)U(x > 2)
(pois & # —2 j4 estd incluido)

Resposta: D = (—o0, —2) U (2, +00).

. Determine o dominio da fun¢ao composta (f o g)(z) onde f(t) =t —1e g(z) = %5.
Solugao:

Dominio de g(z) = %5: 2 —2#0=>2#2 D, =R - {2}

Dominio de f(t)=vt—1:t—1>0=¢>1 Dy = [1,+00)

Condigéo para (f o g)(x) = f(g(x)): Precisamos que g(x) € Dy: %5 > 1

Resolvendo: £—120%20£20
Como o numerador é positivo, precisamos x — 2 > 0, ou seja, = > 2.
Intersecgao final: D, z:g(z) > 1= (R—-{2}) (2,400) = (2,+0)

Resposta: D = (2,+00).
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2.6 Funcao Exponencial

2.6.1 Definicao da Funcao Exponencial

A fungdo exponencial é uma das fungdes mais importantes da matemética, com aplicagdes em crescimento popula-
cional, juros compostos, decaimento radioativo e muitos outros fenémenos naturais e econémicos.

,—| Definicao } N

A fungao exponencial é definida por:

o Forma geral: f(z) =a”,ondea>0ea#1
¢ Dominio: R (todos os nimeros reais)
o Contradominio: (0,+00) (nimeros reais positivos)

« Base especial: f(z) = e¢” (fungdo exponencial natural)

\ J

Base a > 1: Funcao crescente

e a” cresce a medida que x aumenta

o Exemplos: f(z) =27, g(x) =3
Base 0 <a < 1: Funcgao decrescente

e a” decresce a medida que x aumenta

o Exemplos: h(z) = (3)°, k(z) = 0,5
Numero e =~ 2, 718: Base natural

o Funcdo exponencial natural: f(x) = e*

e Derivada especial: die‘” =e”
T

2.6.2 Propriedades da Funcao Exponencial

,—[ Propriedades Fundamentais }

Para a > 0e a # 1, a fungdo f(z) = a® possui:
1. Propriedades Basicas:

e a’ =1 para todo a # 0

=
2. Leis dos Expoentes:

O am ‘an :aern

o (ab)® =a” - b"
@ =
MO
3. Propriedades da Funcgao:
e Sempre positiva: a® > 0 para todo z € R
o Injetiva: se a® = a¥, entao v =y

o Continua em todo R
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,—[ Exemplo: Aplicando Propriedades }

Problema: Simplifique as expressoes: a) 2“;‘#; b) (32%)1/2.3-=
Solugao:
z+3 gz —1
a) 202
1. Aplicar a™ - @™ = a™ " no numerador:
9743 gr—1 _ 2(a:+3)+(x—1) — 92x+2
2. Aplicar ‘;—: =agm "
22042 (2z+2)—2 2
22x =2 =2 =4

b) (32w)1/2 .3~

1. Aplicar (a™)" = a™™:
(321)1/2 — 321~1/2 — 33}

2. Aplicar a™ - @™ = a™t™:
3(1: . 3—w —_ 3w+(—m) — 30 =1

Respostas: a) 4; b) 1

2.6.3 Equacoes Exponenciais

,—[ Métodos de Resolugao }

1. 1. Tgualar as Bases: Se a/(") = a9(®) entdo f(z) = g(x)

2. Reduzir a uma Base Comum: Expressar ambos os lados com a mesma base
3. Substituicdo: Para equacdes do tipo a?® + a® — 2 = 0, fazer u = a®

4. Logaritmar: Aplicar logaritmo em ambos os lados

5. Casos Especiais:

e d”"=1=2=0(sea#1)

e ¥ =a=x=1

\

]

,—[ Exemplo: Resolvendo Equagoes Exponenciais )

Problema: Resolva as equagdes: a) 2°T! = 8772: b) 322 —12.3% 427 =0
a) 2x+1 — 830—2

1. Expressar na mesma base: 8 = 23

2w+1 — (23)w—2 — 23(w—2) — 23w—6

2. ITgualar os expoentes:
z+1=3x—-6
3. Resolver a equacao linear:
7
1+6:3:c—x:>7:2w:>:c:§
b) 3%* —12-3% +27 =0
1. Fazer substituigio: u = 3% (entdo 3** = u?)

w2 —12u4+27=0
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2. Resolver a equacao quadratica:
A =144 — 108 = 36
_12+6

u——2 =u=9%9ouu=3

3. Voltar para a variavel original:

e Se 3” =9 =32 entdo x = 2

e Se3*=3=3 entdox =1

Respostas: a) v = I; b) S = {1,2}

2.6.4 Inequacoes Exponenciais

f—[ Estratégias para Inequagoes }

Para resolver inequagbes exponenciais:

Base a > 1: Funcao crescente
o Se af@® > a9 entio f(z) > g(x)
e A desigualdade mantém o sentido
Base 0 <a < 1: Funcgéo decrescente

o Se a/®) > a9 entdo f(z) < g(x)

e A desigualdade inverte o sentido

\

,—[ Exemplo: Resolvendo Inequagoes Exponenciais }

Problema: Resolva as inequagdes: a) 2% > 16; b) (%)x_1 >9

Solugoes:
a) 27 > 16

1. Expressar na mesma base: 16 = 24
27 > 2*

2. Como 2 > 1 (base maior que 1), a fungdo é crescente:
>4

b) (1) >9

1. Expressar na mesma base: 9 = 32 = (%)72

1 =1 1 —2
- > (=
G) =6)
2. Como 0 < % < 1 (base menor que 1), a funcao é decrescente. A desigualdade inverte:

r—1<-2=z<-1

Respostas: a) S = (4, +0); b) S = (—o0, —1]
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2.6.5 Graficos da Funcao Exponencial

f—[ Grafico 1: Funcgoes Exponenciais Crescentes }
Anilise das fungoes f(z) = 2% e g(x) = 3":
1. Pontos importantes:
z | f(x)=2" | g(z) =3" Pontos
-2 %1 =0,25 % ~ 0,11 | (-=2,0,25), (—=2,0,11)
-1 % =0,5 5~0,33 | (~1,0,5), (~1,0,33)
0 1 1 (0,1) (ambas)
1 2 3 (1,2), (1,3)
2| 4 9 (2,4), (2.9)

2. Caracteristicas comuns:

o Passam pelo ponto (0, 1)
e Crescentes em todo o dominio
o Assintota horizontal: y = 0 (eixo x)

¢ Dominio: R, Imagem: (0,+00)

\

"

—[ Grafico 2: Funcao Exponencial Decrescente

Andlise da fungdo h(z) = (%)I

1. Reescrevendo: h(z) = (%)w =2 =2"
2. Pontos importantes:
z | h(z)=(3)" | Ponto (z,y)
-2 4 (—2,4)
= 2 (-1,2)
0 1 (0,1)
1 07 5 (17 0) 5)
2 0,25 (2,0,25)

3. Caracteristicas:
e Decrescente em todo o dominio
o Passa pelo ponto (0,1)

¢ Assintota horizontal: y = 0

o E reflexdo de 2% em relacao ao eixo y
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Comparagao Visual:
e A funcéo verde (%)I é decrescente
e A funcéo azul 2% é crescente
e Ambas passam por (0,1) e tém assintota y = 0

e Sao simétricas em relagdo ao eixo y

2.6.6 Aplicacoes da Funcao Exponencial

,—[ Modelos Exponenciais ]

A funcao exponencial modela diversos fenémenos:

Crescimento populacional: P(t) = P, -e™
Juros compostos: M =C(1+1)!
Decaimento radioativo: N(t) = Ny -e M

Resfriamento: Lei de Newton T'(t) = Tamb + (To — Tamp e+

\

,—[ Exemplo: Aplicagao em Juros Compostos }

Problema: Um capital de 5.000,00 M T é aplicado a juros compostos de 8% ao ano. Determine: a) O montante
ap6s 3 anos; b) Quando o capital dobrard

Solugao:
1. Férmula: M = C(1 +4)! onde C' = 5000, i = 0,08
a) Montante ap6s 3 anos:

M = 5000(1,08) = 5000 x 1,259712 = 6298, 56

b) Quando o capital dobra (M = 10000):
10000 = 5000(1, 08)"
2 = (1,08)"
Aplicando logaritmo:
log2 =tlog1,08

~log2 _ 0,3010

= = ~9
log1,08  0,033a ~ 20

Respostas: a) 6.298,56 MT; b) Aproximadamente 9 anos
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2.7 Funcao Logaritmica

2.7.1 Definicao e Propriedades dos Logaritmos

O logaritmo ¢é a funcdo inversa da exponencial, sendo fundamental para resolver equagbes exponenciais e modelar
fendmenos onde o crescimento se torna cada vez mais lento.

,—| Definicao } N

O logaritmo de um ndimero ¢é definido por:

¢ Definicao: log,z =y < a¥ =2z
e Condigdes: a >0,a#1,z>0
e Dominio: (0,+00)

¢ Contradominio: R

\

r—[ Propriedades Fundamentais dos Logaritmos }

1. Propriedades Basicas:

e log,1 =0 (pois a® = 1)

1

e log,a =1 (pois a' = a)

o log,a” =2
o ql98aT — o

2. Propriedades Operatdrias:

o log,(zy) = log, = +log, y
. log, (%) = log,  —log, y
o log,z" =nlog, x

o log, Yz = ;log,x

3. Mudanca de Base:
_logyz  Inx

1 - -
%a logya Ina
4. Logaritmos Especiais:
e logz = log;y« (logaritmo decimal)
e Inz =log, = (logaritmo natural)
f—[ Exemplo: Aplicando Propriedades dos Logaritmos } ~

Problema: Calcule usando propriedades: a) log, 8 + log, 4 — log, 16; b) log 50 + log 2
a) log, 8 + log, 4 — log, 16

1. Aplicar as propriedades operatérias:
4 2
log, 8 +log, 4 — log, 16 = log, Sx4) _ log, 32) log, 2

16 16

2. Aplicar log, a = 1:
logy2 =1
b) log 50 + log 2
1. Aplicar log, z + log, y = log, (xy):
log 50 + log 2 = log(50 x 2) = log 100
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2. Como 100 = 102:
log 100 = log 10 = 2

2.7.2 Equacoes Logaritmicas

f—[ Métodos de Resolugao }

Igualar os Logaritmos: Se log, f(z) = log, g(z), entdo f(x) = g(z)

Definigdo de Logaritmo: log, f(z) = b = a’ = f(x)

Propriedades dos Logaritmos: Usar soma, diferenca e poténcia para simplificar
Mudanga de Base: Quando ha logaritmos com bases diferentes

Condicoes de Existéncia: Sempre verificar se os argumentos sao positivos

PP

\

,—[ Exemplo: Resolvendo Equagoes Logaritmicas }

Problema: Resolva as equagoes: a) logs(x + 1) 4 logs(x — 1) = 2; b) logz + log(x — 3) =1

Solugoes:
a) logs(z + 1) + logg(z — 1) = 2

1. Condigoes de existéncia: t+1>0ezxz—-1>0=z>1

2. Aplicar propriedade da soma:
logs[(x +1)(z —1)] =2

logg(z? — 1) =2

3. Aplicar definigao:
¥=r’-1=29=2"-1=22=10

4. Resolver:

T =+£v10
5. Verificar condigdes: Como z > 1 e v/10 ~ 3,16 > 1, apenas = = /10 é valido.
b) logz + log(x —3) =1
1. Condicgoes de existéncia: t >0ex—3>0=z >3

2. Aplicar propriedade da soma:
log[z(z —3)] =1

3. Aplicar defini¢do (base 10):
10! =z(z—3)=>10=22 - 32

4. Resolver equagao quadratica:
22 —3x-10=0

(r—=5)(z+2)=0=zx=50uz=—2

5. Verificar condig¢oes: Como x > 3, apenas x = 5 é valido.

2.7.3 Inequacgoes Logaritmicas

Estratégias para Inequagoes }

Para resolver inequagoes logaritmicas:

Base a > 1: Funcao crescente

* Selog, f(z) > log, g(z), entdo f(z) > g(x)
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e A desigualdade mantém o sentido

Base 0 <a < 1: Funcao decrescente

* Selog, f(z) > log, g(x), entdo f(z) < g(z)
o A desigualdade inverte o sentido

Atencgao: Sempre verificar condi¢oes de existéncial

\

,—[ Exemplo: Resolvendo Inequagoes Logaritmicas }

Problema: Resolva as inequagées: a) logy(z — 1) > 3; b) log jo(z +2) > —1

Solugoes:
a) logy(x —1) >3

1. Condigao de existéncia: t —1>0=2x > 1

2. Como base 2 > 1, funcao é crescente:

z—-1>2=2z-1>8=2>9

3. Intersecgcao com condicao de existéncia: t >1 x>9=2>9
b) log, j5(z +2) 2 —1
1. Condicao de existéncia: x +2 > 0=z > —2

2. Como base % < 1, fungao é decrescente: A desigualdade inverte:

1\t
2< | = =2
T+ _<2>
<0

3. Intersec¢ao com condigao de existéncia: z > —2 z<0=-2<x<0

Respostas: a) S = (9,+00); b) S = (-2,0]

2.7.4 Graficos da Funcao Logaritmica

r—[ Grafico 1: Fungoes Logaritmicas com Base Maior que 1 ]

J

Anailise das fungées f(z) =log, z e g(x) = log, a:

1. Pontos importantes:

x| f(x) =logyx g(x) =logs x Observacao
1 -2 log;(3)~—-1,26 [z <1=y<0
% -1 logg(%) ~ —0,63

1 0 0 (1,0) comum
2 1 logs 2 =~ 0,63

4 2 logs4 ~ 1,26 r>1=y>0
8 3 log; 8 ~ 1,89

2. Caracteristicas comuns:

o Passam pelo ponto (1,0)
o Crescentes em todo o dominio
o Assintota vertical: =0 (eixo y)

e Dominio: (0,+00), Imagem: R
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\

—[ Grafico 2: Comparacao entre Exponencial e Logaritmica ]

Relacao entre f(z) = 2% e g(x) = log, z (fungdes inversas):
1. Propriedade fundamental: As fungoes sdo simétricas em relagdo a recta y = x

2. Pontos correspondentes:

f(z)=2" | Rectay ==z | g(z) =log,x
(_1’ %) - (%7 _1)
(0,1) - (1,0)
(1,2) - (2,1)
(2,4) — (4,2)

Caracteristicas da Simetria:
o Se (a,b) estd em f(z) =27, entdo (b,a) estd em g(x) = log, =
e Dominio de f = Imagem de g = R

o Imagem de f = Dominio de g = (0, +00)

« Ambas sdo crescentes e continuas em seus dominios
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2.7.5 Aplicacoes da Funcao Logaritmica

,—[ Modelos Logaritmicos }

A funcao logaritmica modela fendmenos onde o crescimento desacelera:

Escala de pH: pH = —log[HT]
Escala Richter: M =log (AA())
Decibéis: dB = 101log (I_IO)

Datacao por carbono: Inversao de modelo exponencial

\

,—[ Exemplo: Aplicagao na Escala Richter }

Problema: A magnitude de um terremoto na escala Richter é dada por M = log (%), onde A é a amplitude

registrada e Ay é uma amplitude de referéncia.
a) Se um terremoto tem magnitude 6, quantas vezes sua amplitude é maior que a de referéncia? b) Quantas
vezes um terremoto de magnitude 7 é mais forte que um de magnitude 57

Solugao:
a) Para M = 6:

1. 6 =log <A%)
6 _ A
2.1 =4
3. A=10%- Ay = 1.000.000 - A
b) Comparando magnitudes 7 e 5:

1. Magnitude 7: %g =107

2. Magnitude 5: % =10°

0

3. Razio: 47 = 105 = 10% = 100

Respostas: a) 1.000.000 vezes maior; b) 100 vezes mais forte

\

,_' Exercicios I

1. Resolva a equacdo 25+ — 22—1 — @,
Solugao:

Fatorar por 22 1:
2$+1 _ 290—1

_ 2w—1 . 22 _ 2w—1
=2""1(4 1)
=K 2.’1:—1

Logo: 3271 =6

Resposta: = = 2.
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. Resolva a inequacao logs(z — 2) + logg(z + 1) < 1.

Solugao:

Condigoes de existéncia: t —2>0ez+1>0=2 > 2

Aplicar propriedade da soma: logs[(z — 2)(x + 1)] < 1 logg(z? —z —2) < 1

Como base 3 > 1, fungio é crescente: z° — 2 —2<3' 22 —2-2<322-2-5<0
Resolver inequacgio quadratica: A =1+20=21 z = 117%/5

Como v/21 =~ 4,58: z1 = =528 ~ —1,79 2, = 11258 ~ 2,79

A pardbola abre para cima, entdo 2 —z — 5 < 0 para —1,79 < x < 2,79.

Interseccao com condigao de existéncia: x >2 —1,79<x<2,79=2<x<2,79

Resposta: S = (2, %)

. Uma substéancia radioativa tem meia-vida de 8 horas. Se inicialmente ha 100g, determine: a) A quantidade
apds 24 horas b) Quando restard 10g

Solugao:

Modelo exponencial: N(t) = N - (%)t/T onde Ny = 100g e T' = 8h (meia-vida).
24/8

a) Apés 24 horas: N(24) =100 - (3)*"® = 100- (3)* = 100- L = 12, 5¢
b) Quando N(¢) = 10g: 10 =100- (3)"* 0,1 = (4)"®
Aplicando logaritmo: log0,1 = élog(O, 5) —1= % -(—0,301) t = ﬁ ~ 26,6 horas

Respostas: a) 12,5g; b) Aproximadamente 26,6 horas.

. Simplifique a expressao log, v/8 + log, V/4 — log, v/2.
Solugao:
Converter raizes para expoentes: log, v/8 = log, 81/2 = %logQ 8 = %logz 2 = % ‘3= %

log, V/4 =log, 41/3 = 1log,4 = Llog,22 =1 .2=12

1
3
log, V2 =log, 2'/6 = 1log,2=1-1=1
Calcular: %+%f%:%+%f%:%:2

Resposta: 2.

. Determine o dominio da funcio f(z) = logs(z? — 4) + \/logy(z + 1).
Solugao:
Para log;(z2 —4): 22 —4 >0 (z — 2)(z +2) > 0 Solugio: z < —2 ou z > 2

Para +/log,(z + 1): Precisa de duas condigoes: 1) z+1>0= a2 > —12) logy(z+1) >0=z+1>
0=1=2>0

A segunda condicdo é mais restritiva: = > 0
Intersecgdo de todas as condigées: (r < —2ouz >2) (z>0)=z>2
Resposta: D = (2,+00).
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2.8 Nocoes de geometria

2.8.1 Conceitos Fundamentais da Geometria

A Geometria é o ramo da Matemadtica que estuda as formas, tamanhos, posicoes relativas de objetos e as propriedades
do espago. Seus conceitos fundamentais formam a base para compreensao de estruturas mais complexas.

r—[ Elementos Primitivos } N

A Geometria se baseia em trés conceitos primitivos (indefinidos):
e Ponto - Nao tem dimensao, indica apenas posi¢ao
¢ Recta - Tem uma dimensao, estende-se infinitamente

e Plano - Tem duas dimensoes, estende-se infinitamente

Estes conceitos nao sdo definidos, mas séo aceitos intuitivamente como base para todas as defini¢oes geométricas.

\ J

Notagao: o Pontos: letras maidsculas (4, B, C, ...)
o Retas: letras mintsculas (r, s,t,...) ou dois pontos f@
o Planos: letras gregas («, 8,7, ...) ou trés pontos
o Segmentos: AB ou simplesmente AB
e Semirretas: E

Postulados basicos: e Dois pontos determinam uma tinica reta
e Trés pontos nao colineares determinam um tdnico plano
e Uma reta contém infinitos pontos

e Um plano contém infinitas retas

2.8.2 Angulos - Definicdo e Classificagio

Defini¢cao de Angulo 2
Um angulo ¢ a reuniao de duas semirretas que tém a mesma origem.
Elementos do angulo:

e Vértice: Ponto comum das duas semirretas
e Lados: As duas semirretas que formam o dngulo
o Medida: Abertura entre os lados (em graus ou radianos)

Notagdo: ZAOB ou Z0 ou simplesmente O

Classificagao dos Angulos \

Os angulos podem ser classificados de acordo com sua medida:

Angulo nulo: 0°

Angulo agudo: 0° < < 90°
Angulo recto: o =90°
Angulo obtuso: 90° < a < 180°
Angulo raso: a = 180°
Angulo céncavo: 180° < a < 360°

Angulo completo ou giro: a = 360°
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Exemplo: Representacio Visual dos Angulos

Agudo Reto Obtuso

A

Raso

2.8.3 Relacdes entre Angulos

r—[ Angulos Especiais

1. Angulos Complementares: Dois Angulos cuja soma é 90°

a+ B =90°
2. Angulos Suplementares: Dois dngulos cuja soma é 180°

a+ f=180°
3. Angulos Replementares: Dois angulos cuja soma ¢ 360°

a+ = 360°

4. Angulos Opostos pelo Vértice: Angulos formados por duas rectas concorrentes. Sao sempre iguais.

]

Exemplo: Calculando Angulos Relacionados |

Problema: a) Determine o complemento de um &ngulo de 35° b) Determine o suplemento de um angulo de
120° ¢) Se dois dngulos sdo opostos pelo vértice e um mede 3z +20°, enquanto o outro mede 5z —10°, determine
o valor de x

Solugoes:
a) Complemento de 35°:
Complemento = 90° — 35° = 55°

b) Suplemento de 120°:
Suplemento = 180° — 120° = 60°

c) Angulos opostos pelo vértice sao iguais:
3z +20° = bz — 10°
20° + 10° = 5z — 3x
30° =2z = x = 15°
Verificacao: 3(15) 4+ 20 = 65° e 5(15) — 10 = 65¢

2.8.4 Retas Paralelas e Transversais

Defini¢oes Importantes }

Quando uma reta transversal intercepta duas retas paralelas, forma oito &ngulos que possuem relagoes especiais:
Angulos correspondentes: Ocupam posigoes relativas iguais. Sao iguais.

Angulos alternos internos: Estdo em lados opostos da transversal, entre as paralelas. Sao iguais.
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Angulos alternos externos: Estdo em lados opostos da transversal, fora das paralelas. Sdo iguais.
Angulos colaterais internos: Estdo do mesmo lado da transversal, entre as paralelas. Sao suplementares.

Angulos colaterais externos: Estio do mesmo lado da transversal, fora das paralelas. Sdo suplementares.

\

,—[ Exemplo: Retas Paralelas Cortadas por Transversal }

t

rlls 21 / .
3 4

n) 5
7R

Relagoes entre os dngulos:
o Correspondentes: /1 = /5, /2= /6, L3 = /7, L4 = /8
e Alternos internos: /3 = £6, Z4 = /5
e Alternos externos: /1 = /8, /2= /7
o Colaterais internos: /3 + /5 = 1807, Z4 + £6 = 180t

2.8.5 Triangulos - Classificacao e Propriedades

,—[ Definicao e Elementos do Tridngulo }

Um tridngulo é um poligono de trés lados.
Elementos:

o Vértices: Pontos de encontro dos lados (4, B, C)

o Lados: Segmentos que ligam os vértices (a, b, c)

« Angulos internos: Angulos formados pelos lados (A, B, C)
Propriedade fundamental:

A+B+C=180°

\

—[ Classificagao dos Tridngulos }

Os tridngulos podem ser classificados de duas formas:

1. Quanto aos lados:

Equilétero: Trés lados iguais (a = b = ¢)
Isésceles: Dois lados iguais
Escaleno: Trés lados diferentes

2. Quanto aos angulos:

Acutangulo: Trés angulos agudos
Rectangulo: Um angulo recto (900)
Obtusangulo: Um angulo obtuso
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2.8.6 Congruéncia de Triangulos

r—[ Casos de Congruéncia }

Dois triangulos sdo congruentes quando tém a mesma forma e tamanho.
Casos de congruéncia:

1. LAL (Lado-Angulo-Lado): dois lados e o dangulo compreendido entre eles
2. ALA (Angulo-Lado—Angulo): dois dngulos e o lado compreendido entre eles

3. LLL (Lado-Lado-Lado): os trés lados correspondentes

\

,—[ Exemplo: Verificando Congruéncia }

Problema: Determine se os tridngulos ABC' e DEF' sdo congruentes: - Tridngulo ABC: AB = 5cm, /B = 60°,
BC = 7cm - Triangulo DEF: DE = 5cm, /E = 600, EF = Tcm

Solucgao:
1. Comparar elementos dados:

e AB = DE = 5cm (lados iguais)
e /B =/F =60° (d4ngulos iguais)
e BC = EF = Tcm (lados iguais)

2. Identificar o caso: Temos dois lados e o angulo compreendido entre eles iguais.

3. Aplicar o caso LAL: Como AB = DFE, /B = /E e BC = EF, os tridAngulos sdo congruentes pelo caso
LAL.

Resposta: Sim, AABC =2 ADEF pelo caso LAL.

2.8.7 Quadrilateros - Tipos e Propriedades

,—[ Definigao e Classificacao )

J

Um quadrilatero é um poligono de quatro lados.
Propriedade geral: A soma dos dngulos internos é sempre 360°.
Classificacao principal:

Paralelogramos: Lados opostos paralelos
Trapézios: Apenas um par de lados paralelos

Outros: Nao possuem lados paralelos

\

,—[ Tipos Especiais de Quadrilateros
1.

]
J

2. Paralelogramos:

¢ Rectangulo: Quatro angulos retos
¢ Losango: Quatro lados iguais

¢ Quadrado: Retangulo + Losango (4 lados iguais, 4 dngulos rectos)
3. 2. Trapézios:

e Trapézio isésceles: Lados ndo paralelos iguais

e Trapézio rectangulo: Um angulo recto
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Propriedades dos Paralelogramos:

o Lados opostos iguais e paralelos
« Angulos opostos iguais

¢ Diagonais se cortam ao meio

\

,—[ Exemplo: Representacao dos Quadrilateros }

) =

=< T

Quadrado Retangulo Losango Paralelogramo

[\

Trapézio

2.8.8 Circulo e Circunferéncia

,—[ Defini¢coes Fundamentais }

Circunferéncia: Conjunto de todos os pontos do plano que estdo a uma mesma distdncia (raio) de um ponto
fixo (centro).

Circulo: Regido do plano limitada por uma circunferéncia (inclui interior e fronteira).

Elementos principais:

o Centro (O): Ponto equidistante de todos os pontos da circunferéncia

o Raio (r): Segmento que liga o centro a qualquer ponto da circunferéncia

o Diadmetro (d): Segmento que passa pelo centro e liga dois pontos da circunferéncia (d = 2r)
e Corda: Segmento que liga dois pontos da circunferéncia

e Arco: Parte da circunferéncia compreendida entre dois pontos

e Setor circular: Regido do circulo limitada por dois raios e um arco

o Tangente: Recta que toca a circunferéncia em apenas um ponto

e Secante: Recta que intercepta a circunferéncia em dois pontos

\

,—[ Exemplo: Elementos da Circunferéncia }
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r—[ Medidas no Circulo }
Perimetro da Circunferéncia:

C=2rr=mnd

Area do Circulo:
A = 7r?

Comprimento de Arco: Para um arco de medida 6 (em radianos):
{=17-0

Para um arco de medida « (em graus):
o

~180°

Area do Setor Circular: Para um setor de angulo 6 (em radianos):

2
720
Asetor = T
Para um setor de dngulo « (em graus):
nria
setor 360°

\

,—[ Exemplo: Calculos com Circulo }

Problema: Uma circunferéncia tem raio de 6 cm. Calcule: a) O perfmetro da circunferéncia b) A area do
circulo ¢) O comprimento de um arco de 60° d) A drea de um setor de 90°

Solugoes:
a) Perimetro da circunferéncia:

C=2mr=27-6=127 cm ~ 37,7 cm

b) Area do circulo:
A=nr?=7r-6%=36r cm?® ~ 113,1 cm?

c) Comprimento do arco de 60°:

Tro -6 -60° _ 3607

f=180° ~ 1800~ 130

=27 cm =~ 6,3 cm

d) Area do setor de 90°:

ria 7 - 36 -90° 32407
Ase or — == = = 2 2 5 2
tor = 3600 360° 360 T emT A 283 cm

2.8.9 Poligonos Regulares

,—[ Defini¢ao e Propriedades }

Um poligono regular é um poligono que possui todos os lados iguais e todos os angulos internos iguais.
Elementos importantes:

e Centro: Ponto equidistante de todos os vértices
¢ Raio: Distancia do centro a qualquer vértice
¢ Apétema: Distancia do centro ao meio de qualquer lado

Relagao fundamental: O ap6tema é perpendicular ao lado e divide o poligono em tridngulos isosceles.
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,—[ Férmulas dos Poligonos Regulares }

Para um poligono regular de n lados:
Angulo interno:

—92)-180°
o — (n—2)-180
n
Angulo externo:
360°
Qe =
n
Angulo central:
360°
o =
n
Numero de diagonais:
g n(n — 3)
2
Perimetro: P =n - ¢ (onde ¢ é o lado)
Area: A = P—';B (onde ap é o apStema)
,—[ Exemplo: Hexagono Regular }
(OO
4

Propriedades do hexagono regular:

(6-2)180° _ 190

e Angulo interno: 5

A . 360° _
¢ Angulo central: =z~ = 60°

e Numero de diagonais: G(GT_:”) =9

e Se o lado é £, entao: szeap:%g

2.8.10 Area de Figuras Planas

,_[ Férmulas de Area }

Triangulo:

e base x altura M

B 2 2
Quadrado:
A = lado® = 12

Retangulo:

A = base X altura =b-h
Paralelogramo:

A = base X altura =b-h
Losango:

A:Dxd

(onde D e d sao as diagonais)
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Trapézio:
B
A= W (onde B e b sdo as bases)

Circulo:
A = mr?

\

r—[ Exemplo: Problema de Area Composta

Problema: Calcule a area da figura formada por um retangulo de 8 cm por 6 cm com um semicirculo de raio
3 cm anexado a um dos lados menores.

Solugao:

6 cm r =3 cm

Q
O CIIr

Calculo:

1. Area do retangulo:
Apor = 8 X 6 = 48 cm?

2. Area do semicirculo: )
r T X3 9
Asemz’ = T = 9 = 7 cm2 ~ 14, 1 CIIl2

3. Area total: 9
Atotal = Aret + Asemi =48 + ?ﬂ- =48 + 47 o Cm2 ~ 627 1 CIII2

\

r—' Exercicios I

1. Calcule o complemento e o suplemento dos seguintes angulos:
a) 25°
b) 78°
¢) 156° (apenas o suplemento)

2. Duas retas paralelas sdo cortadas por uma transversal. Se um dos angulos mede 65°, determine as medidas
dos outros sete angulos.

3. Em um tridngulo, dois angulos medem 45° e 70°. Calcule o terceiro angulo e classifique o tridngulo.

4. Calcule a area de um trapézio com bases de 12 cm e 8 cm e altura de 5 cm.

5. Uma circunferéncia tem raio de 4 cm. Calcule:

a) O perimetro da circunferéncia

)
b)

A 4rea do circulo
c) A drea de um setor de 120°

6. Quantas diagonais possui um dodecdgono regular (12 lados)? Qual é a medida de cada angulo interno?
7. Calcule a area da figura composta por um quadrado de lado 6 cm com um tridngulo equilatero de lado 6
cm anexado a um de seus lados.
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2.8.11 Teoremas Importantes

,—[ Teorema de Pitagoras }

Em todo tridngulo retangulo, o quadrado da hipotenusa é igual a soma dos quadrados dos catetos.

2 =a? 4+

onde ¢ é a hipotenusa e a, b sdo os catetos.
Aplicagoes:

o Calculo de distancias
e Verificagdo se um tridngulo é retangulo

¢ Resolugdo de problemas geométricos

\

,—[ Exemplo: Aplicagao do Teorema de Pitagoras }

Problema: Uma escada de 5 metros estd apoiada em uma parede. Se a base da escada estd a 3 metros da
parede, a que altura ela toca na parede?

Solugao:

b7 m
-
3 m
Aplicando o Teorema de Pitagoras:
B =i e
25=h>+9

h?=25-9=16
h = V16 = 4 metros

Resposta: A escada toca na parede a 4 metros de altura.

\

r—[ Lei dos Cossenos }

Para qualquer triangulo com lados a, b, ¢ e d&ngulos opostos A, B, C:
& =a®+b* —2abcosC
Casos de aplicagao:
e Conhecemos dois lados e o dngulo entre eles
o Conhecemos trés lados e queremos um angulo
o Tridngulos ndo retangulos

Observagao: Quando C' = 90°, cosC' = 0 e a féormula se reduz ao Teorema de Pitédgoras.
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2.9 Fundamentos e Relacoes Trigonométricas

A trigonometria é o ramo da matematica que estuda as relagoes entre os lados e angulos de tridngulos. Originalmente
desenvolvida para resolver problemas de astronomia e navegacio, hoje tem aplicagdes em diversas areas como fisica,

engenharia e computacao.

,—[ Definicao e Origem } N

A palavra trigonometria vem do grego:
o Tri = trés
¢ Gono = angulo
e Metria = medida
Literalmente significa "medida de trés dngulos". A trigonometria estabelece relagoes entre:
¢ Os lados de um tridngulo
¢ Os angulos de um tridngulo

o Fungoes trigonométricas (seno, cosseno, tangente)

2.9.1 Teorema de Pitagoras

O Teorema de Pitdgoras é fundamental para toda a trigonometria, estabelecendo a relagdo entre os lados de um

tridngulo retangulo.

—[ Teorema de Pitagoras }

Em um tridngulo retangulo, o quadrado da hipotenusa é igual a soma dos quadrados dos catetos:
a? =02+ ¢
Onde:
o a = hipotenusa (lado maior, oposto ao angulo reto)

e be c = catetos (lados menores)

B
y b
C © A
f—[ Aplicagao do Teorema de Pitagoras } -

Problema: Em um triangulo retangulo, os catetos medem 3 cm e 4 cm. Qual é a medida da hipotenusa?
Solugao: Dados: b=3 cm, c =4 cm
Aplicando o Teorema de Pitagoras:

=0 +c*=32+42=9+16=25

a=+v25=5cm

Verificagao: Este é o famoso tridngulo 3-4-5, um dos trios pitagdricos mais conhecidos.

Resposta:
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2.9.2 Relacoes Trigonométricas Basicas

f—[ Fungoes Trigonométricas no Tridngulo Retangulo } ~

Para um angulo agudo # em um tridngulo retangulo:

hipotenusa
cateto oposto

0 [ ]

cateto adjacente

. cateto oposto
sin = ——
hipotenusa
cateto adjacente
cos = ————
hipotenusa
cateto oposto sin 6
tanf = - =
cateto adjacente  cos@
cateto adjacente 1
cotf = =
cateto oposto tan 6
,—[ Relacao Fundamental da Trigonometria } N

A mais importante relacao trigonométrica é:

sin® 0 4 cos? 0 =1

Esta relacao decorre diretamente do Teorema de Pitagoras e é valida para qualquer dngulo 6.
Outras relagdoes importantes:
1+ tan? 6 = sec?

14 cot? 0 = csc? 6

Onde sect = ;9 ecscl =
COoSs

2.9.3 Arcos Especiais

Os angulos de 30°, 45° e 60° (ou g, 7 e 5 radianos) aparecem frequentemente e suas razoes trigonométricas devem
ser memorizadas.

—[ Tabela dos Arcos Especiais }
Angulo | Radianos | Seno | Cosseno | Tangente
0° 0 0 1 0
30° z 3 o 7
o s 2 2
45 z ? 2 1
o ™ 3 1
60 g 5 2 V3
90° % 1 0 i

Dica para memorizar:

VO V1 V2 V3 V4

e Para seno: —, —, —,—, —

e Para cosseno: inverta a ordem do seno
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sen
o Para tangente: —
cos

\

,—[ Deducgao dos Valores Especiais }

Triangulo de 45°-45°-90°:

Em um tridngulo isésceles com catetos iguais a 1:

hipotenusa = v/12 + 12 = /2
Logo:

sin45° = cos 45° = =

V2T 2
1
tan45° = — =1
an 1
Triangulo de 30° — 60° — 90°:
2
60°
30°

Este é metade de um tridngulo equilatero de lado 2.
Para 30°:
sin 30° = 1, cos 30° = \/—g, tan 30° = 1 = \/_E
2 2 V3 3
Para 60°:

3 1
sin 60° = \/T—’ cos 60° = 2 tan 60° = /3

2.9.4 Teorema dos Senos

O Teorema dos Senos estende a trigonometria para tridngulos quaisquer, ndo apenas retangulos.

z—[ Lei dos Senos }

Em qualquer tridngulo com lados a, b, ¢ e dngulos opostos A, B, C"

a b @

= = = 2
sinA sinB sinC R

Onde R é o raio da circunferéncia circunscrita ao tridngulo.
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A € B

Aplicagao: Use quando conhecer dois dngulos e um lado, ou dois lados e um angulo oposto.

\

,—[ Aplicacao da Lei dos Senos |

]

Problema: Em um tridngulo, temos A = 30°, B = 45° e o lado a = 10 cm. Encontre o lado b.

Solucgao:
Primeiro, encontramos o angulo C:

C =180°— A— B =180° — 30° — 45° = 105°

Aplicando a Lei dos Senos:

10 _ b
sin30°  sin 45°
0_ b
12
b
2

b:20-\/7§:10\/§cm

Resposta: |b= 10v2 cm ~ 14,14 cm

2.9.5 Teorema dos Cossenos

O Teorema dos Cossenos é uma generalizagdo do Teorema de Pitdgoras para tridngulos quaisquer.

z—[ Lei dos Cossenos }

Em qualquer tridngulo com lados a, b, ¢ e angulo C' oposto ao lado ¢:

Z=a?+b%>—2abcosC

Analogamente:
a? =b%+c¢® —2bccos A

b2 = a® + ¢® — 2accos B

Nota: Quando C' = 90°, temos cos90° = 0, e a férmula se reduz ao Teorema de Pitdgoras: ¢? = a? + b?
Aplicagao: Use quando conhecer trés lados, ou dois lados e o angulo entre eles.

\

)

,—[ Aplicagao da Lei dos Cossenos J

Problema: Em um tridngulo, os lados medem ¢ = 8 cm, b = 6 cm e ¢ = 10 cm. Encontre o angulo C.

Solugao:
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Aplicando a Lei dos Cossenos:
2 =a?+b*> —2abcosC

Substituindo os valores:
10> =82+6°—2-8-6-cosC
100 = 64 + 36 — 96 cos C'
100 = 100 — 96 cos C
0= —-9cosC

cosC =0

C =90°

Verificagdo: Como 82 4 62 = 64 + 36 = 100 = 102, este é um tridngulo retdngulo com hipotenusa ¢ = 10 cm.

Resposta:

2.9.6 Aplicagoes Praticas

,—[ Problema de Navegacao }

Problema: Um navio parte do porto A e navega 50 km na diregdo nordeste (45°). Em seguida, muda o curso
e navega mais 30 km na direcdo norte. Qual a distdncia do navio ao porto A?
Solugao:

O angulo no ponto B é:

ZABC = 180° — 45° = 135°

Aplicando a Lei dos Cossenos no tridngulo ABC:
d* = 50> +30% — 2- 50 - 30 - cos 135°
V2

d? = 2500 + 900 — 3000 - <—7)

2
d? = 3400 + 3000 - % = 3400 + 15002

d? = 3400 + 2121,32 = 5521,32
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d = 1/5521,32 =~ 74,3 km
Resposta: |d ~ 74,3 km

r—' Exercicios I

1. Calcule o valor de x no triangulo retangulo onde a hipotenusa mede 13 cm e um dos catetos mede 5 cm.

Solugao: Aplicando o Teorema de Pitagoras:

13% = 5% + &
169 = 25 + 22
2% =144
x =12 cm

2. Se sinf = % e 0 é um angulo agudo, calcule cos 6 e tan6.

Solugao: Usando a relagao fundamental:

sin? 0 + cos? 6 = 1

2
(g) +cos?0 =1

9
% +cos’h=1
16
2
0=—
cos 5F
Como 6 é agudo, cos6 > 0:
cosf = —
Para a tangente:
sinf 2 3
. cosf 2 4
Resposta: cosf = % e tanf = %

3. Em um tridngulo qualquer, dois lados medem 7 cm e 10 cm, e o angulo entre eles é 60°. Calcule o terceiro
lado.

Solucgao: Usando a Lei dos Cossenos:
2 =a?+b*> —2abcosC
> =T7"+10>—2-7-10- cos 60°
02:49+100—140~%

2 =149 -70="79
czm%&SQCm

Resposta: ¢ = /79 = 8,89 cm
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2.10 Geometria analitica

A Geometria Analitica é o ramo da Matemadtica que estabelece uma correspondéncia entre conceitos geométricos
e algébricos, permitindo resolver problemas geométricos através de métodos algébricos. Ela utiliza um sistema de
coordenadas para localizar pontos, retas e figuras no plano ou no espago.

,—| Definicao I N

A Geometria Analitica permite:

o Representar pontos através de coordenadas (x,y) no plano cartesiano.

Calcular distancias entre pontos usando férmulas algébricas.
¢ Determinar equagoes de retas, curvas e figuras geométricas.

¢ Resolver problemas geométricos usando algebra.

2.10.1 Sistema de Coordenadas Cartesianas

Plano Cartesiano: Sistema formado por dois eixos perpendiculares que se cruzam na origem O(0, 0).

Eixo das abscissas (x): Eixo horizontal, onde valores positivos ficam & direita da origem e negativos a esquerda.
Eixo das ordenadas (y): Eixo vertical, onde valores positivos ficam acima da origem e negativos abaixo.
Coordenadas de um ponto: Todo ponto P no plano é representado por um par ordenado (z,y), onde:

o x é a abscissa (distancia horizontal até o eixo y)

o y é a ordenada (distdncia vertical até o eixo x)
Quadrantes: O plano cartesiano é dividido em quatro regides:

e 1° quadrante: z >0ey >0
e 2° quadrante: z <0ey >0
e 3° quadrante: z <0ey <0
e 4° quadrante: z >0ey <0

2.10.2 Distancia entre dois pontos

r—[ Férmula da Distancia } .
Dados dois pontos A(z1,y1) € B(x2,ys2), a distdncia entre eles é:

dap = V/(x2 — 21)? + (y2 — y1)?

Esta formula é uma aplicagdo direta do Teorema de Pitagoras.

\ J

,—[ Exemplo: Calculando Distancia entre Pontos } -

Problema: Calcule a distdncia entre os pontos A(2,3) e B(5,7).

Solugao:
1. Identificar as coordenadas: A(2,3) = z1 =2,y1 =3 B(5,7) = 22 =5,y2 =7

2. Aplicar a férmula da distancia:

dap = V/(z2 — 21)? + (y2 — y1)?

3. Substituir os valores:

dap = v/(5—2)2 + (7 — 3)2
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dap=V3+42=/9+16=v25=5

4. Resposta:

|dAB =5 unidades|

2.10.3 Distancia entre um ponto e uma recta

f_[ Distancia Ponto-Reta }
Para calcular a distdncia de um ponto P(zg,yo) até uma reta r : ax + by + ¢ = 0:

_ lazo + byo + ¢|
VP

Onde a, b e ¢ sao os coeficientes da equacao geral da recta.

d

\

,—[ Exemplo: Distancia ponto-recta }

Problema: Calcule a distdncia do ponto P(3,1) & recta r : 2z —y +4 = 0.

Solucgao:
1. Identificar os dados: Ponto: P(3,1) = o =3,y0 = 1 Recta: 2z —y+4=0=>a=2,b=—-1,c=4

2. Aplicar a férmula:
_azo 4 byo + |

d

3. Substituir os valores:
12(3) + (=1)(1) + 4]

d =
22 1 (—1)2
_6-1+4 9] _ 9
VA+1 V5 V6
4. Racionalizar o denominador:
g2 V595

NGV

5. Resposta:

d= TE) unidades

2.10.4 Distancia entre duas rectas

r—[ Casos Possiveis }

Para duas rectas no plano, temos trés situacoes:

1. Rectas concorrentes: Se intersectam em um ponto. Distancia = 0.
2. Rectas coincidentes: Sdo a mesma recta. Distancia = 0.

3. Rectas paralelas: Nunca se encontram. Distancia constante > 0.

Apenas rectas paralelas tém distancia diferente de zero.

136



,—[ Distancia entre rectas paralelas }

Para duas retas paralelas:

r:ar+by+c =0
rotax+by+co=0

A distancia entre elas é:
- |Cl — CQ|

VET P

\

,—[ Exemplo: Distancia entre rectas paralelas }

Problema: Calcule a distancia entre as rectas paralelas ry : 3x +4y —5=0ery :3x +4y+7=0.
Solugao:

1. Verificar se sao paralelas: 1 : 3z +4y —5 =01y : 3x + 4y + 7 = 0 Como os coeficientes de z e y sdo
iguais, as rectas sao paralelas.

2. Identificar os coeficientes: a =3,b=4,¢; = —5,c0 =7

3. Aplicar a férmula:
_le—cal _|(=5) =17

o Va2 + b2 V32 142

Cl-12) 12 12

VO+16 25 5

4. Resposta:

d= % = 2,4 unidades

2.10.5 Nocao de Vetores

r—[ Definicao de Vetor }

Um vetor é uma entidade matemaéatica que possui:

e Moédulo (ou intensidade): o comprimento do vetor
¢ Direcao: a reta que contém o vetor

o Sentido: orientacdo sobre a reta (para onde aponta)

Geometricamente, um vetor é representado por um segmento de reta orientado (uma seta).

Notacao: Um vetor pode ser representado por:

. AB (vetor de A para B)
o U (vetor v)

o (a,b) (componentes do vetor no plano)
Componentes: Se ¥ = (a, b), entao:

e a é a componente horizontal

e b é a componente vertical

Vetor entre dois pontos: Para pontos A(z1,y1) e B(x2,y2):

fﬁ = ($2 — T1,Y2 —yl)
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2.10.6 Direcao, sentido e representacao

f_[ Caracteristicas dos Vetores }

Direcgao: E determinada pela reta suporte do vetor. Vetores com a mesma direcdo sao colineares.
Sentido: Indica para onde o vetor aponta ao longo de sua diregdo. Pode ser positivo ou negativo.
Representagao: Vetores podem ser representados:

e Geometricamente: como setas
e Algebricamente: através de suas componentes

+ Em coordenadas: ¥ = (v, vy)

\

r—[ Exemplo: Determinando um Vetor }

Problema: Determine o vetor AB sendo A(1,2) e B(4,6).

Solucgao:

1. Aplicar a féormula:

1@ = (532 —Z1,Y2 _yl)

2. Substituir as coordenadas:

AB=(4—1,6-2) = (3,4)
3. Interpretacao:

e O vetor desloca 3 unidades na diregdo horizontal (positiva)
o O vetor desloca 4 unidades na dire¢do vertical (positiva)

e Direcao: reta que passa por A e B

e Sentido: de A para B

4. Resposta:

AB = (3,4)

2.10.7 Comprimento (Norma) de um vector

r—[ Médulo de um vector }
Para um vector ¥ = (a, b), seu médulo (ou norma) é:

7 =+va?+b2
9] = v

O médulo representa o comprimento do vetor e é sempre um valor ndo-negativo.

.

,—[ Exemplo: Calculando o Mdédulo de um Vetor

]
J

Problema: Calcule o médulo do vetor 4 = (6, 8).
Solugao:
1. Identificar as componentes: i = (6,8) = a=6,b=8

2. Aplicar a féormula do médulo:

i = Va2 + b2 = /62 + 82

3. Calcular:

|@] = v/36 + 64 = V100 = 10
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4. Resposta:

‘ |@] = 10 unidades

\

,—[ Exemplo: Aplicagoes da Geometria Analitica ]

1. Verificar se trés pontos sdo colineares:
Dados A(1,2), B(3,4) e C(5,6), verificar se estdo alinhados.

Meétodo: Calcular os vetores xﬁ ® /ﬁ e verificar se sdo proporcionais.
AB=(3-1,4-2)=(2,2)
AC = (5-1,6—2) = (4,4) = 2(2,2) = 248

Como 1@ = 21@ , 0s pontos sao colineares.

2. Determinar o ponto médio de um segmento:

Para pontos P(x1,y1) e Q(x2,y2), o ponto médio M é:

M= x1+x27y1+yz
2 2

Exemplo: Se P(2,3) e Q(8,7), entdo:

3. Calcular a area de um tridngulo:

Para um tridngulo com vértices A(x1,y1), B(x2,y2) e C(x3,y3):

-

1
Area = §|371(y2 —y3) + x2(ys — y1) + 23(y1 — y2)|
Exemplo: Para A(0,0), B(4,0) e C(2,3):
1

) 1
Area = 2|00~ 3) +4(3—0) +2(0~0)| = 5|0+ 12+ 0| = 6

2

r—| Exercicios }

1. Determine a distancia entre os pontos A(—2,1) e B(3, —4).
Solugao:

Aplicando a férmula da distancia:

dap = /(2 — 1)? + (y2 — 11)?

dap =B = (=2))2+ (-4 - 1)2 = /52 + (=5)2 = /25 + 25 = V50 = 5V/2

Resposta: dap = 5v/2 ~ 7,07 unidades.

2. Calcule a distdncia do ponto P(2,—1) areta r: x — 2y + 3 = 0.
Solugao:

Da equacao da reta: a =1, b= —2, ¢ = 3 Do ponto: zg =2, yop = —1
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lazo +byo +¢|  1(2) + (=2)(—1) + 3|

d = =
VaZ +b? 12 + (-2)2
g l2+2+3l 7 TV
- JV/I+4 V5 5
Resposta: d = Y5 ynidades.

. Dado o vector ¥ = (—3,4), calcule seu médulo e determine um vector unitdrio na mesma diregao.
Solugao:
Moédulo:

17 =/(-32+42=v/9+16=v25=5

Vetor unitario: Um vetor unitario © é obtido dividindo o vetor pelo seu médulo:

T (=3,4) 34
V=5 = =] == =
| 5 55

Verificagao: || =/ ( % +(§ =2+

Resposta: |0 =5e 0 = (_%%
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Capitulo 3

Analise Matematica

3.1 Analise combinatdria

A Anailise Combinatéria é o ramo da Matemaética que estuda métodos de contagem, ou seja, técnicas para
determinar o nimero de maneiras de organizar, escolher ou agrupar elementos de um conjunto, seguindo certas regras
ou condigoes.

,—[ Definicao Simples }

A Anélise Combinatéria responde perguntas do tipo:

¢ De quantas maneiras podemos arranjar objetos?
¢ Quantas combinagdes diferentes podemos formar?
¢ Em quantas formas podemos escolher elementos de um grupo?

¢ Qual o nimero de possibilidades em uma situagao?

3.1.1 Fatorial de um Numero

O fatorial é a base de muitos cdlculos em Andlise Combinatéria.

f—[ Definicao de Fatorial }

nl=nxm—-1)xn—-2)x...x2x1

Por convencao:

e 0l=1
o 11=1
r—[ Exemplos de Fatoriais } .

31=3x2x1=6
41=4x3x2x1=24
5l=5x4x3x2x1=120

6! =6x5x4x3x2x1="720

Propriedade til:
nl=nx(n—1)!

Exemplo: 7! =7 x 6! =7 x 720 = 5040
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3.1.2 Expressoes e Simplificacoes com Fatorial

,—[ Técnicas de Simplificacao }

Para simplificar expressoes com fatoriais:

1. Expandir o maior fatorial até o denominador
2. Cancelar termos comuns

3. Calcular o resultado

\

,—[ Simplificacao de Expressoes }

8!
1. Calcular —

5!
8 8 X7 x6 x5!
5:—X ; X9 —8x7x6=336
|
2. Calcular ( T_LQ)!
n! nx(n—1)x(n—2)!
(n—2)!_ -2 =nx(n—-1)=n(n-1)
|
3. Calcular (n+1)
n!
(n+1)!  (n+1)xn!
n n! Sl
3.1.3 Equacgoes com Fatorial
,—[ Resolucao de Equagoes }
1. Resolver: z! =120
Testamos valores:
=1
20=2
3l=6
41 =24
5 =120

Portanto: z =5

|
2. Resolver: & +'1)' =1
x!
Simplificando:
1)! ! f
(@+D!_ @+l (@+DA
x! z! yal
Logo: z =6
|
3. Resolver: ﬁ =42
Simplificando:
x!
= —1) =42
woz -l
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22—z —42=0

Fatorando: (z —7)(z +6) =0

Como z deve ser positivo: z =7

3.1.4 Principio Fundamental da Contagem

,—[ Quando Multiplicar e Quando Somar }

MULTIPLICAR quando os eventos ocorrem em sequéncia (um E outro):

Ntumero total =ny; X ng X ng X ...
SOMAR quando os eventos sdo alternativos (um OU outro):

Numero total =nq +no +ng + ...

\

,—[ Aplicagao do Principio }

1. Placas de carros: Uma placa tem 3 letras E 4 niimeros. Quantas placas diferentes?

Solugdo: Como precisamos de letras E ntimeros (sequencial):

26 x 26 x 26 x 10 x 10 x 10 x 10 = 26® x 10* = 175.760.000

2. Rotas alternativas: Para ir de A para B hd 3 caminhos, e de A para C hd 5 caminhos. De quantas
maneiras posso sair de A?

Solugao: Como posso ir para B OU para C (alternativo):

3 + 5 = 8 maneiras

3. Combinado: Para ir de A para B hd 3 caminhos, e de B para C hd 4 caminhos. De quantas maneiras
posso ir de A para C passando por B?

Solugao: Como preciso ir de A para B E depois de B para C:

3 X 4 = 12 maneiras

3.1.5 Arranjos

Os arranjos consideram a ordem dos elementos.

,—[ Arranjos Simples }

Arranjo de n elementos tomados p a p:

n!
A —
P (n—p)!
onde p <n
,—[ Arranjos com Repeticao }
Quando é permitido repetir elementos:
AR, , =nP
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,—[ Exemplos de Arranjos }

1. Arranjos simples: Com 5 pessoas, de quantas maneiras podemos formar uma fila de 3 pessoas?

Solugao:
5! 5! 120
PP 530 2 2

2. Arranjos com repeticao: Quantas senhas de 4 digitos podemos formar usando os digitos 0, 1, 27

Solugao:
ARz, =3* =81

3.1.6 Permutacoes

Permutagoes sdo arranjos onde usamos todos os elementos (p = n).

,—[ Permutacgoes Simples }

P, =n!

\

r—[ Permutacgoes com Repeticao }

Com n; elementos iguais do tipo 1, ny do tipo 2, etc:

n!

Prn2,..nk —
" ny! X no! X ... x nyg!

.

,—[ Exemplos de Permutagoes }

1. Permutagées simples: De quantas maneiras 6 pessoas podem se sentar em uma fila?

Solugao:
Ps=6! =720

2. Permutagées com repetigio: Quantos anagramas tem a palavra MATEMATICA?
A palavra tem 10 letras: M(2), A(3), T(2), E(1), I(1), C(1)
Solugao:
pA2LLL _ 10! _3.628.800

— = =151.2
e Ax3x2x1Ux1x1  2x6x2 51200

3.1.7 Combinacoes

Nas combinacoes, a ordem nao importa.

,—[ Combinagées Simples }

n n!
C,n = = -
"’ <p> pl(n —p)!

\

—[ Combinacoes com Repeticao }

n+p—1>

CRpp = Cryp, =<
n,p nTp P D

\

,—[ Exemplos de Combinacoes }

1. Combinagées simples: De um grupo de 10 pessoas, quantas comissoes de 4 pessoas podemos formar?
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Solugao:
10! 100 10x9x8x7

= = =21
4110 —4)!  4lx6!  4x3x2x1 0

Cios =

2. Combinag6es com repeticao: De quantas maneiras podemos escolher 3 frutas de 4 tipos diferentes,
podendo repetir?
Solugao:
6!

R

CRy3=Chy313=Cp3 =

3.1.8 Binomio de Newton

r—[ Férmula do Bindmio de Newton }

Expandindo:

(a+b)" = (g) a® + (T) a" b+ <Z> a2 4+ (Z) b

3.1.9 Triangulo de Pascal

O Triangulo de Pascal organiza os coeficientes binomiais:

,—[ Triangulo de Pascal 1

J
1
1 1
1 2 1
1 3 3 1
1 4 6 4 1

Propriedades:
o Cada linha n contém os coeficientes de (a + b)”
o Cada elemento é a soma dos dois elementos acima dele

o (=N + ("Y) (Relagio de Stifel)

3.1.10 Termo Geral e Termo Médio

r—[ Termo Geral }

O termo geral de (a +b)" é:

n _
Tk+1 _ <k> a™ kbk:

onde £ =0,1,2,...,n

\

—[ Termo Médio }

¢ Sen é par: existe um tnico termo médio, que é o termo Tz 11

e Se n é impar: existem dois termos médios: Th+1 € Thnis
2 2
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,—[ Aplicagao do Termo Geral }

Encontrar o 6° termo de (2z + 3y)
Solugao: O 6° termo corresponde a k = 5:

10

To=Tonr = (3 ) 20 (30)

1
Ts = <50) (22)°(3y)® = 252 x 32x° x 243y°

Ts = 252 x 32 x 243 x 2°y® = 1.959.5522°¢/°

3.1.11 Soma dos Coeficientes Binomiais

,—[ Propriedades dos Coeficientes }

e

Outras propriedades tteis:

kZ:O( k(’;) (para n > 0)
(&) :< ) (smetsia)
() + ()~ (B)+-=
D+G)+ )+

.

,—[ Aplicagao das Propriedades }

1. Calcular a soma: (g) + (?) + (g) + ...+ (S)

Solugao:

2. Encontrar o coeficiente de z° em (1 + x)!2

Solugéo: O coeficiente de z° é (*2):

12 12! 12x11x10x9x 8
5) Blx7l 5x4x3x2x1

\

=7

r—' Exercicios l

) ] 12!
1. Simplificar: IVE]]
Solugao:
120 12x11x10x 9" 12x11x10 1320
9 x 3l 9! x 6 B 6 6
2. Resol gy
. Resolver: @=3)

=220
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Solugao:

@3 =z(z—1)(z—2)=24

Testando: x = 4:
4x3%x2=24

Logo: x =4
. Quantos anagramas da palavra ESCOLA comegam com vogal?

Solugao: ESCOLA tem 6 letras, com vogais E, O (2 vogais).

o Escolha da 11 posigdo: 2 opgoes (E ou O)

o Arranjo das outras 5 posigoes: 5!

Total: 2 x 5! =2 x 120 = 240

. De quantas maneiras podemos escolher 3 livros de uma estante com 10 livros?

Solugao: Como a ordem nao importa, usamos combinagao:

10! 10x9x8 720
G038 = 371~ 3x2x1 6 0

9
1
. Encontrar o termo independente de x em (xz + )
x

Solugao: O termo geral é:

e (2 (- ()

Para o termo independente: 18 —3k =0=k =6

9 9 9x8x7
T7_(6)_(3>_3x2x1_84
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3.2 Funcao real de variavel real

Uma fungédo real de variavel real é uma relacdo matematica que associa a cada elemento x de um conjunto A C R
(dominio) um tnico elemento y de um conjunto B C R (contradominio).

,—[ Definicao Formal }

Uma funcéo f: A — B é uma relagdo que satisfaz:

¢ Cada elemento do dominio tem uma tnica imagem no contradominio
o Escrevemos: y = f(z) ou f(z) =y
e x é a variavel independente

e y é a variavel dependente

3.2.1 Formas de Representar uma Funcao

,—[ 1. Palavras (Descrigdo Verbal) }

Exemplo: "A fungido que associa a cada ntmero real o seu quadrado aumentado de 3"
Esta descricdo define a funcdo f(x) = 22 + 3

\ J

f—[ 2. Diagrama de Venn } N

A (Dominio) B (Contradominio)

flz)=22+3

. J

r—[ 3. Grafico Cartesiano } N

10

Teste da recta vertical: Uma relagao é fungao se qualquer recta vertical intercepta o grafico no maximo uma
vez.
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,—[ 4. Expressao Analitica }

A forma mais comum de expressar uma funcao:

e f(z) =2z +1 (funcdo linear)
() = 2% — 4z + 3 (fungdo quadritica)
o h(z) =1 (fungdo hiperbdlica)
)

e p(x) =+/x —1 (fungdo com radical)

3.2.2 Classificacao: Fung¢oes Mondbtonas

,—[ Definicoes de Monotonia }

Seja f uma funcdo definida em um intervalo I:

e Crescente: Se x1 < 19 = f(£171) < f($2)
e Decrescente: Se x1 < x3 = f(x1) > f(22)
o Nao decrescente: Se z1 < x5 = f(x1) < f(22)

o Nao crescente: Se z1 < x9 = f(x1) > f(x2)

\

,—[ Exemplos de Monotonia

——

1. Funcdo crescente: f(z) =2z +1
Para 1 < x9:
flz2) = f(z1) = 222+ 1) — 221+ 1) = 2(z2 —21) > 0
2. Funcéo decrescente: g(z) = —x + 3
Para z1 < x9:
g(x2) —g(z1) = (—22+3) = (—21+3) = — (22 —21) <0

3. Fungdo ndo monétona: h(x) = z?

A funcio decresce em (—o0,0) e cresce em (0, +00)

3.2.3 Classificacdo: Funcoes Par e Impar

,—| Definigoes I

Seja f uma funcdo com dominio simétrico em relagdo a origem:

o Funcao Par: f(—z) = f(z) para todo x do dominio

« Funcdo Impar: f(—z) = —f(z) para todo = do dominio

\

,—[ Interpretacao Geométrica }

e Funcao Par: O gréfico é simétrico em relagdo ao eixo y

e Funcao Impar: O grafico é simétrico em relagdo a origem
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,—[ Exemplos de Paridade

——/

1. Funcao Par: f(z) = 2% +2
Verificacio: f(—x) = (—2)°> +2=2%+2 = f(x)

3

2. Funcio Impar: g(z) =2° — =z

Verificagao: g(—z) = (—2)® — (—z) = —2® + 2 = —(2® —z) = —g(z)
3. Nem par nem impar: h(z) = 2% + 2z
B(—2) = (=) + (—2) = 2% — 3 # h(z) ¢ h(—z) £ —h(z)

3.2.4 Classificacao: Funcgoes Limitadas

,—[ Defini¢ées de Limitagcao

|
J

Uma fungao f é:
o Limitada superiormente: IM € R : f(z) < M para todo = do dominio
o Limitada inferiormente: Im € R: f(z) > m para todo « do dominio
o Limitada: Se é limitada superior e inferiormente

o Ilimitada: Se nao é limitada

\

,—[ Exemplos de Limitacao ]

1. Fungao limitada: f(z) = sin(z)
—1 <sin(z) < 1 para todo € R

2. Funcéo limitada inferiormente: g(z) = 2

22 > 0 para todo z € R, mas ndo tem limitacio superior
3. Funcgéo ilimitada: h(z) =2z +1
Para qualquer M > 0, existe = tal que h(z) > M

3.2.5 Injetividade: Tipos de Funcoes

,—| Definigoes I

Seja f : A — B uma funcao:
o Injetiva (1-1): f(x1) = f(z2) = 1 = 22
e Sobrejetiva: Para todo y € B, existe x € A tal que f(z) =y

« Bijetiva: E injetiva e sobrejetiva simultaneamente

\

r—[ Testes Graficos }

o Teste da reta horizontal (injetividade): Fungdo é injetiva se qualquer reta horizontal intercepta o
grafico no maximo uma vez

¢ Sobrejetividade: Depende do contradominio especificado

¢ Bijetividade: Combina ambos os requisitos anteriores
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,_[ Anlise de Injetividade }

1. Funcio injetiva: f(z) =2z +1
Se f(x1) = f(x2), entdo 221 + 1 =2x5 + 1 = 21 = a9

2. Funcdo ndo injetiva: g(z) = 22

9(2) = g(~2) = 4, mas 2 # —2
3. Funcao bijetiva: h: R —» R, h(z) =3z —2

o Injetiva: 31 —2=322 —2 =121 = 29

e Sobrejetiva: Para todo y € R, x = yT—|-2

3.2.6 Composicao de Funcgoes

,—[ Definigao de Composicao }

Dadas as funcoes f: A — Be g: C — D, com BNC # (), a composicio g o f é definida por:

(g0 f)(x) =g(f(x))
O dominio de go f é {r € A: f(z) € C}

.

,—[ Exemplos de Composi¢cao

]

J

1. Sejam f(z) =z + 1 e g(z) = 222
Calcular (go f)(z):

(go @) =g(f(x)) =g(z+1) =2(x+1)* =2(z" + 2z + 1) = 22° + 4z + 2
Calcular (f o g)(x):
(fog)(x) = f(g9(x)) = f(22?) = 2% + 1
Note que (g o £)(z) # (£ © g)(z) em gerall
2. Sejam f(x) =z e g(z) =22 +1
(go f)z)=9g(vz)= Vo)’ +1=2+1, paraxz >0

3.2.7 Funcao Inversa

,—[ Defini¢cao de Funcgao Inversa }

Uma funcio f : A — B tem inversa f~!: B — A se e somente se f ¢ bijetiva.
A funcao inversa satisfaz:

i) =ze f(fT @) =y

.

,—[ Como Encontrar a Funcao Inversa }

Procedimento:
1. Verificar se a fungdo é bijetiva
2. Escrever y = f(x)
3. Trocar z e y: = = f(y)

4. Resolver para y: y = f~1()
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,—[ Encontrando Fungoes Inversas }

1. Encontrar a inversa de f(z) =2z — 3

Passo 2: y =2z —3
Passo 3: x =2y —3

. 9y — _ z43
Passo 4: 2y—a:+3:>y—%
Logo: f~!(z) = 2£3

Verificagao:

2. Encontrar a inversa de g(z) = 2% + 1
y=2*+l=>zc=y’+l=>yP=c—-1=y=r—1
Logo: g~ !(z) = J/x — 1

Passo 1: f é bijetiva (fungdo linear com coeficiente angular ndo nulo)

3.2.8 Funcao Homografica

,—[ Definicao de Fungao Homografica 1

J

Uma fungdo homogréfica (ou funcio racional linear) tem a forma:

ar+b
cr+d

fla) =
onde a,b,c,d € R, c#0e ad—bc#0

\

,—[ Caracteristicas da Funcao Homografica }

+ Dominio: R\ {—¢

« Assintota vertical: x = —%l

e Assintota horizontal: y = %

¢ Intersecao com eixo y: (O, g) sed#0
b
a

\

,—[ Analise de Funcao Homografica }

Analisar a fungdo f(z) = %5
Identificagdo: a =2,b0=3,c=1,d= -1
Dominio: R\ {1}

Assintotas:

2243
T—

o Vertical: z =1
o Horizontal: y = % =2
Intersecgoes:
« Com eixo y: f(0) =% =-3=(0,-3)

« Com eixo x: 2$+3=0:>x:—%:>(—%,0)
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r—| Exercicios I

1. Determinar se a funcdo f(z) = 2® — 3z é par, impar ou nem par nem impar.

Solucgédo: Calculamos f(—x):
f(=z) = (—2)* = 3(-2) = —2* + 3z = —(2° — 32) = — f(x)

Como f(—xz) = —f(z), a funcao é impar.

2. Verificar se g(z) = 3z + 2 é injetiva e encontrar sua inversa.

Solucao: Injetividade: Se g(z1) = g(z2), entdo:

31 +2=322+2 =311 =320 = 21 = X9

Logo, g é injetiva.

Funcgao inversa:
B=2

3

y=3z+2=2=3yY+2=3y=2r—-2=y=

Portanto: g~ !(z) = 232

3. Sejam f(x) = 2% +1 e g(xr) = /x — 1. Encontrar (f o g)(z) e seu dominio.

Solugao:

(fog)@) = flgl@) =f(Va-T1)=(Va-1)?+1=(@z-1)+1l=u
Dominio: Para que g(z) = vz — 1 seja definida, precisamos:
r—1>0=x>1
Logo, o dominio de (f o g)(x) é [1, +00).
z?—1

r+2
Solugao: Assintota vertical: Ocorre quando o denominador se anula:

4. Encontrar as assintotas da funcao h(z) =

r+2=0=>z=-2

Assintota horizontal: Como o grau do numerador (2) é maior que o do denominador (1), ndo ha
assintota horizontal, mas sim obliqua.
Fazendo a divisdo: 22 — 1= (2 +2)(z —2) +3
+2)(z—2)+3
Logo: h(z) = (@ )z(iQ ) :x72+x%_2
Assintota obliqua: y =2 — 2
5. Determinar os intervalos de crescimento da funcéo p(z) = 2® — 32% + 2

Solugao: Para estudar o crescimento, analisamos o sinal da derivada:

p'(z) = 32° — 6z = 3z(z — 2)

Pontos criticos: p'(z) =0=z=0o0uz =2

Analise do sinal:
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e Para x < 0: p/(x) > 0 (crescente)
e Para 0 < z < 2: p/(z) < 0 (decrescente)
o Para xz > 2: p/(z) > 0 (crescente)

Logo: p é crescente em (—o00,0) U (2,400) e decrescente em (0, 2).

3.2.9 Propriedades Importantes das Funcoes

,—[ Propriedades da Composigao }

e A composicao é associativa: (fog)oh= fo(goh)
e Se f e g sdo injetivas, entdo f o g é injetiva
e Se f e g sdo sobrejetivas, entdo f o g é sobrejetiva

e (fog) ' =g o f! (quando as inversas existem)

\

o A composicao de fun¢oes ndo é comutativa: (f og)(x) # (go f)(x) em geral

f—[ Propriedades da Fungao Inversa }

o O grafico de f~! é a reflexdo do gréifico de f em relacio a recta y = x

e Se f é crescente, entdo f~! é crescente;
o Se f é decrescente, entdo f~! é decrescente;
e O dominio de f~! é a imagem de f;

o A imagem de f~! é o dominio de f.

3.2.10 Transformacgoes de Funcgoes

,—[ Tipos de Transformacgoes

S

Dada uma funcado f(x), podemos obter novas fungoes através de:
o Translacdo vertical: f(z)+ k (k > 0: sobe; k < 0: desce)
o Translacdo horizontal: f(x —h) (b > 0: direita; h < 0: esquerda)
o Reflexdo vertical: —f(x) (reflexdo no eixo x)
o Reflexdo horizontal: f(—z) (reflexao no eixo y)
o Dilatacao vertical: a- f(z) (Ja] > 1: alonga; 0 < |a| < 1: comprime)

o Dilatacdo horizontal: f(bx) (|b| > 1: comprime; 0 < |b| < 1: alonga)

\

,—[ Transformagoes da Fungao }

flz) =a?

156



Interpretagoes:
e f(x)+2 =22+ 2: translacio 2 unidades para cima
e f(x —1) = (z—1)% translagio 1 unidade para a direita

o —f(x) = —z?%: reflexdo no eixo x

3.2.11 Casos Especiais de Funcoes Homograficas

,—[ Funcao Hipérbole Simples ]

J

Caso particular: f(z) =2

Esta é uma hipérbole com:
o Dominio: R* (reais ndo nulos)
o Assintotas: t=0ey =0
o Simetria: Funcio impar (f(—z) = —f(x))

o Comportamento: Decrescente em (—o00,0) e em (0, +00)

\

,—[ Funcao Homografica Geral - Método de Analise }

Para analisar f(z) = $£53:

1. Forma padrao: a=3,b=-2,c=2,d=1
2. Dominio: x # —%
3. Assintotas:

e Vertical: x = —%

e Horizontal: y = %

W

. Intersecgoes:

e Bixox: 32 —-2=0=>z=2

3
e Eixoy: f(0) = _T2 =-2

5. Comportamento: Como ad —bc=3-1—(=2)-2=7> 0, a fungdo é crescente em cada ramo.
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3.2.12 Aplicacoes Praticas

f_[ Problemas do Cotidiano } -

1. Conversao de temperaturas:
5

Esta é uma fungao linear que converte Fahrenheit para Celsius.
Funcao inversa: F' = %C + 32

2. Custo de producao:

Uma empresa tem custo fixo de R$ 1000 e custo varidvel de R$ 15 por unidade:

C(z) = 1000 + 15z

onde z é o nimero de unidades produzidas.
3. Concentragao de medicamento:

A concentracdo de um medicamento no sangue apés t horas pode ser modelada por:

ot

W=p1

Esta funcao homogréfica mostra como a concentracdo aumenta rapidamente e depois diminui.
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3.3 Funcao real de variavel natural

3.3.1 Definicao de Sucessao

As sucessdes (ou sequéncias) sdo fungdes especiais que associam a cada niimero natural um niimero real, constituindo
uma ferramenta fundamental para o estudo de padroes e comportamentos limite.

,—' Definicao } N

Uma sucessao é uma fungdo f: N — R que associa a cada nimero natural n um ntmero real a,,.
Representagoes:

« Notagao funcional: (a,)nen ou (ay)
A .
¢ Sequéncia de termos: a1,a92,a3,04,...,0pn,...
e Termo geral: a,, = f(n) (férmula que define cada termo)
Terminologia:
e a, é o termo geral ou n-ésimo termo
e a1 € o primeiro termo

e n ¢ a ordem do termo

\

Exemplos basicos: e (1,3,5,7,9,...) onde a, =2n —1
e (2,4,8,16,32,...) onde a,, = 2"

111 _ 1
(1,5,5,1,...) onde a, =

Formas de definicio: « Férmula explicita: a, =n?+ 1
e Recorréncia: a; =1, ap11 =2a, +1

o Enumeracao: Listagem dos primeiros termos

,—[ Exemplo: Determinando Termos de uma Sucessao } |

~ 2_ . . - 2.4
Problema: Dada a sucessdo com termo geral a,, = ’;—Hl, determine: a) Os cinco primeiros termos b) O décimo
termo c¢) Simplifique o termo geral

Solugao:
a) Calculando os primeiros termos:

L_12-1 0o
YTyl 2
_2-1_3_.
“T9y1 T3
32—-1 8
= :—:2
BTBY1 1
S St Dt
‘T 441 5
52 -1 24
— :—:4
“CTBEL 6
b) O décimo termo:
_102—1_99_9
MOT 041 11
¢) Simplificando o termo geral:
21 -1 1
anzn :(n )+ )zn—l (n # -1)

n+1 n+1

Resposta: (0,1,2,3,4,...) com a, =n—1
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3.3.2 Classificacao de Sucessoes

r—[ Sucessoes Mono6tonas

e

Uma sucessao (a,,) é classificada quanto & monotonia:

1. Crescente: a,1 > a, para todo n 2. Estritamente crescente: a,.1 > a, para todon 3. Decrescente:
an+1 < a, para todo n 4. Estritamente decrescente: a,; < a, para todo n 5. Constante: a,+; = a,
para todo n 6. Nao mondétona: Nao satisfaz nenhuma das condi¢oes anteriores

\

f_[ Sucessoes Limitadas }

Uma sucessao pode ser classificada quanto aos seus limites:

Majorada: Existe M € R tal que a,, < M para todo n
Minorada: Existe m € R tal que a,, > m para todo n
Limitada: E simultaneamente majorada e minorada
Ilimitada: Nao é limitada

Sucessoes Especiais }

1. Infinitamente Grande:

lim |a,| =+
n—oo

2. Infinitamente Pequena (Infinitésimo):

lim a, =0
n—oo
3. Convergente:

lim a, =L (onde L é um ndmero real)
n— 00

4. Divergente: Nao possui limite finito (pode ser infinitamente grande ou oscilar)

\

f—[ Exemplo: Classificacao de Sucessoes }

Classifique as seguintes sucessoes:

1. ap =2n+1: (3,5,7,9,11,...) Classificacdo: - Estritamente crescente (a,+1 =2n+3>2n+1=a,) -
Néo majorada (infinitamente grande) - Minorada (por 3) - Divergente

b, = %: (1, %, %, ;11, .. ) Classificagao: - Estritamente decrescente - Majorada (por 1) e minorada (por
0) - Limitada - Infinitamente pequena (convergente para 0)

3. ¢, = (1) (-1,1,-1,1,—1,...) Classificagdo: - Ndo mondtona - Limitada (entre -1 e 1) - Divergente
(oscila entre -1 e 1)

4. d, = = (%, %, %, %, .. ) Classificagao: - Estritamente crescente - Limitada (entre 0 e 1) - Convergente

3.3.3 Convergéncia e Divergéncia

,—[ Definicao de Limite }

Uma sucessdo (a,) converge para um limite L se:

lim a, =L
n— o0

Intuitivamente: os termos da sucessao se aproximam arbitrariamente de L quando n cresce.
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Defini¢ao formal (e — §): Para todo € > 0, existe N € N tal que para todo n > N:

la, — L] < ¢

Propriedades dos Limites ]

Se lim,, o0 ap = A e lim,,_,o, b, = B, entao:
1. Soma: lim, . (a, +b,) = A+ B
2. Produto: lim, ,(a, -b,) = A-B
3. Quociente: lim, .., ‘;—: = % (se B #0)
4. Poténcia: lim,, . (a,)* = A*
Limites importantes:

o lim, o n—l,, =0 (para p > 0)

o lim, o /a =1 (para a > 0)

o lim, yo0o ¥n=1

\ J

,—[ Exemplo: Calculando Limites

S

Problema: Calcule os limites: a) lim, T —Ent3 [0) Wiy s N

Solugoes:
a) Para fungdes racionais, dividir pelo maior grau:

. 3n?+2m-1 . 3+2-L 340-0 3
lim —— = lim n- — e
n—oo 2n2 — 5n + 3 n~>002_%+% 2040 2

b) Racionalizar multiplicando pelo conjugado:

vni+l-n vn2+l4n (n? +1) —n? 1

\/n2+1+n.\/n2+1+n_(\/n2+1+n)2 (Vn?2 +1+n)?

Como vn?2 +1+n — +oo:

1
lim ————— =

n—o0 (v/n? 4+ 1+ n)?
Respostas: a) 2; b) 0

3.3.4 Progressao Aritmética (PA)

,_[ Definicio de PA }

Uma Progressao Aritmética (PA) é uma sucessdao onde cada termo, a partir do segundo, é obtido somando
uma constante r (razdo) ao termo anterior.

Definigao: a,+1 = a, + r para todo n

Férmula do Termo Geral:

an=a1+(n—1)-r
Férmula da Soma dos n Primeiros Termos:

g n(ar +an)  n[2a1 4+ (n —1)7]
" 2 B 2

\

Classificagao: e Ser > 0: PA crescente
e Se r = 0: PA constante
e Se r < 0: PA decrescente

Propriedades: o Trés termos consecutivos: a,_1,an, ap+1 satisfazem a,, = W

o Em uma PA finita: ax + an—k+1 = a1 + a,, (propriedade telescopica)
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,—[ Exemplo: Problemas com PA }

Problema: Em uma PA, o 5z termo é 17 e 0 127 termo é 38. Determine: a) O primeiro termo e a razdo b) O
termo geral ¢) A soma dos 20 primeiros termos

Solugao:
a) Sistema de equagdes:

as =ay +4r =17 (3.1)
a2 = aj + 11r = 38 (32)

Subtraindo a primeira da segunda:
Tr=21=r=3
Substituindo em a; + 4r = 17:
a1 +48)=17=a; =5
b) Termo geral:
ap,=5+Mn—-1)-3=5+3n—-3=3n+2
c) Soma dos 20 primeiros termos:
a0 = 3(20) +2 =62
G 20(ay +as)  20(5+62) 2067
0 2 T2 T2

Respostas: a) a; =5, 7 =3;b) a, = 3n+2; ¢) Syg = 670

=670

3.3.5 Progressao Geométrica (PG)

,—[ Definicao de PG }

Uma Progressao Geométrica (PG) é uma sucessdao onde cada termo, a partir do segundo, é obtido multi-
plicando uma constante ¢ (razdo) pelo termo anterior.

Defini¢do: a1 = ay, - ¢ para todo n (com a, # 0)

Férmula do Termo Geral:

n—1
ap = a1 - q

Formula da Soma dos n Primeiros Termos:

ai(¢"—1)
e
n-ay, seq=1
Soma dos Infinitos Termos (se |q| < 1):
a
See =
l—gq

\

r—[ Classificacao das PGs |

J
Dependendo da razao g e do primeiro termo ay:

qg>1: PG crescente (se a; > 0) ou decrescente (se a1 < 0)
q=1: PG constante

0<g<l: PG decrescente (se a1 > 0) ou crescente (se a1 < 0)
q=0: PG com termos nulos (a partir do segundo)
-1<qg<O: PG alternante convergente

q=—1: PG alternante

q<—1: PG alternante divergente
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,—[ Exemplo: Problemas com PG }

Problema: Uma cultura de bactérias dobra a cada hora. Se inicialmente ha 1000 bactérias: a) Quantas havera
ap6s 8 horas? b) Qual a populagao total acumulada nas primeiras 10 horas? c) Se a tendéncia continuasse
indefinidamente, qual seria o limite da soma?

Solugao:
Identificando a PG: - a; = 1000 (populagéo inicial) - ¢ = 2 (dobra a cada hora)
a) Apés 8 horas (92 termo):
ag = 1000 - 277" = 1000 - 2% = 1000 - 256 = 256.000 bactérias

b) Populagdo acumulada em 10 horas:

1000(210 —1
10 = % = 1000(1024 — 1) = 1000 - 1023 = 1.023.000 bactérias
c) Como ¢ = 2 > 1, a série diverge:
Seo = +00 (néo existe limite finito)

Respostas: a) 256.000 bactérias; b) 1.023.000 bactérias; c) Diverge

3.3.6 Representacao Grafica de Sucessoes

,—[ Grafico 1: Comportamento de Sucessoes Convergentes }

Comparacao entre diferentes tipos de convergéncia:

1. a, = % (convergente para 0)

2. b, = ;37 (convergente para 1)
3. e = (*;)" (convergente para 0, alternante)

Analise dos primeiros termos:

n | a, = % by =25 | cn ="
1 1,000 0,500 -1,000
2 | 0,500 0,667 0,500
3 | 0,333 0,750 -0,333
4 | 0,250 0,800 0,250
5 | 0,200 0,833 -0,200
10 | 0,100 0,909 0,100
an
1@ oo ¢ g, =21 |
n u . " lmp, =
[ | . n Acn — &
051 m e =
° L]
e e o limg0 4
1 2 3 4 5 6 F 8 4 10 1
—0.5
—1 A

Observagoes importantes:

e A sucessio azul % decresce monotonamente para (
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e A sucessdo vermelha nL_H cresce monotonamente para 1

= —1)"™ o
e A sucessdo verde % oscila mas converge para (

e Todas sao limitadas e convergentes

\

,—[ Grafico 2: Progressdes Aritmética e Geométrica }

Comparacao entre PA e PG:
1. PA: a, =2n+1 (termos: 3,5, 7,9, 11, ...)

2. PG: b, =2- (2)""" (termos: 2, 3, 4.5, 6.75, ...)

Valores dos primeiros termos:

Caracteristicas observadas:

o PA (azul): Crescimento linear constante (razao r = 2)

o Ambas sdo sucessoes crescentes e divergentes

o PG (vermelha): Crescimento exponencial acelerado (razéo g = 1,5)

e A PG ultrapassa a PA rapidamente devido ao crescimento exponencial

n | PA:a,=2n+1 | PG: b, =2 (%)n_l
1 3,00 2,00
2 5,00 3,00
3 7,00 4,50
4 9,00 6,75
5 11,00 10,13
6 13,00 15,19
7 15,00 22,78
8 17,00 34,18
40
® PAa,=2n+1
- PGib, =2 (3)"! -
30 |
/./
20 - ’
-9
. -0
e
10 | B ,.,:::‘/
e w
.:Ziiz"'l
1 2 3 4 5 78

3.3.7 Problemas Praticos

,—[ Aplicacoes das Progressoes }

As progressoes aparecem em diversas situagoes praticas:

PA - Situacoes: e Salarios com aumentos fixos

e Problemas de tempo e distancia

e Contagem de objetos em disposi¢ao regular
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\

PG - Situagoes: e Juros compostos
e Crescimento populacional
e Decaimento radioativo

e Propagacao de virus

.

,—[ Exemplo: Problema de Juros Compostos (PG) }

Problema: Joao investe R$ 10.000,00 em uma aplicacdo que rende 5a) Quanto cada um terd apés 12 meses?
b) Em que més Maria terd mais dinheiro que Joao?

Solugao:
Modelando como PG: - Jodo: J, = 10000 - (1,05)™ - Maria: M,, = 8000 - (1, 08)"
a) Apds 12 meses:

Jia = 10000 - (1,05)'? = 10000 - 1, 7959 = R$17.959, 00

My, = 8000 - (1,08)'2 = 8000 - 2, 5182 = R$20.146, 00
b) Para encontrar quando M,, > J,:
8000 - (1,08)™ > 10000 - (1,05)"

(1,08)" _ 10000
(1,05)" ~ 8000

1,08\"
: > > 1,25

1,05
(1,0286)" > 1,25

Aplicando logaritmo:
nlog(1,0286) > log(1, 25)
log(1,25)  0,0969
log(1,0286)  0,0122

Portanto, a partir do 8z més Maria tera mais dinheiro.
Respostas: a) Jodo: R$ 17.959,00, Maria: R$ 20.146,00; b) A partir do 82 més

7,9

,—[ Exemplo: Problema de Empilhamento (PA) }

Problema: Uma pilha de madeira é organizada de forma que a primeira fileira tem 25 toras, a segunda tem
23 toras, a terceira tem 21 toras, e assim por diante, diminuindo 2 toras por fileira. a) Quantas toras ha na 101
fileira? b) Quantas fileiras completas podem ser formadas? c¢) Qual o total de toras na pilha?

Solugao:
Identificando a PA: - a; = 25, r = —2 - Termo geral: a, =25+ (n — 1)(—2) =27 — 2n
a) Toras na 10t fileira:

a1p = 27 — 2(10) = 27 — 20 = 7 toras

b) Para fileiras completas, precisamos a,, > 0:
27T—-2n>0=n< 13,5

Portanto, 13 fileiras completas (a 131 tem 27 — 26 = 1 tora).
c) Total de toras:
a1z = 27 — 2(13) =1
13(a1 + a13) _ 13(25+1) 13 x 26
2 B 2 2
Respostas: a) 7 toras; b) 13 fileiras; ¢) 169 toras totais

= 169 toras

S13 =
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3.3.8 Sucessoes de Recorréncia

,—[ Definicao de Recorréncia }

Uma sucessao de recorréncia é definida por:

e Um ou mais termos iniciais

o Uma relacdo que permite calcular cada termo a partir dos anteriores
Tipos comuns:

o Linear de 1} ordem: a1 = ca, +d

e Linear de 2t ordem: a,2 = ca,1 + da,

o Nao linear: a,,11 = f(a,) onde f néo é linear

\

,—[ Exemplo: Sucessao de Fibonacci }

Definigao: Fi =1, Fb =1, F,1o0=F,41 + F, paran > 1
Primeiros termos: 1, 1, 2, 3, 5, 8, 13, 21, 34, 55, ...
Propriedades interessantes:

1. Razao aurea: lim,,_, ., F;T = 1+2\/5 ~ 1,618
1+v6\"  (1-vB\"
2 2
b+ + B+ 4+ F,=F, -1

(-5

1,618)° — (—0,618)°] =

2. Féormula de Binet:
1
F,=—
V5

| ES—

3. Propriedade de soma:

Verificagao da féormula de Binet para Fj:

1
AL =

Y

11,09 4+ 0,09] = 5v

1 1
= 7l i

\

r—| Exercicios }

3n4+2n—1

1. Determine se a sucessao a, = U]

é convergente. Em caso afirmativo, calcule o limite.
Solugao:
Para determinar o limite, dividir numerador e denominador por n?:
. 3n?+2n—1 . 3424
hm —_— = hm 1
n

Como lim,, % =0elim, # =0:

Resposta: A sucessdo converge para 3.

2. Uma PA tem primeiro termo 7 e a soma dos 10 primeiros termos é 160. Determine a razao e o 157 termo.
Solugao:
Dados: a; =7, S19 = 160
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Usando a férmula da soma:
10[2a1 + (10 — 1)r]
2

Sho = = 5[14 + 9r] = 70 + 45r

Substituindo:
160 =70+ 45r =90 =45r = r =2

O 15Z termo:
a5 =7+(15-1)-2=7+28=235

Resposta: r =2 e a;5 = 35.

. Em uma PG, o 3Z termo é 12 e o 6z termo é 96. Determine o primeiro termo, a razao e a soma dos 8
primeiros termos.

Solugao:
Sistema de equacoées:
az =a;-q¢* =12 (3.3)

a6:a1~q5:96

Dividindo a segunda pela primeira:

5
a - q 96 3
a1 -q2 12 4 .

Substituindo em a; - ¢% = 12:
a-4=12=a; =3

Soma dos 8 primeiros termos:

28 1
3 ):3(2564):3.255:765

Go=22 — -/
8 21

Resposta: a; =3, g = 2, Sg = 765.

. Uma bola é largada de uma altura de 10 metros. A cada quique, ela atinge 80a) A altura apés o 57 quique
b) A distancia total percorrida pela bola

Solugao:
a) Modelando como PG: - Altura inicial: hg = 10 m - Apéds cada quique: h,, = 10 - (0, 8)™
Apds o 5z quique:

hs =10 - (0,8)° = 10-0,32768 = 3,28 m
b) Distancia total: A bola desce 10 m inicialmente, depois sobe e desce as alturas dos quiques.
Distancia = 10 + 2(soma infinita dos quiques)
10-0,8 8
1-0,8 0,2
Distancia total =10+ 2-40 =90 m

40

Soma dos quiques =

Resposta: a) 3,28 m; b) 90 m.

. Determine a soma da série infinita: 1+ % + & + = +---
Solugao:
Identificando a PG infinita: - a1 =1-¢ = % (cada termo é % do anterior)

Como |g| = % < 1, a série converge:

(95!

8

|

|

|
wino| =

|
N w

Resposta: S, = % =1,5.
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3.4 Limites e continuidade de funcoes

Os limites sao conceitos fundamentais do Calculo que descrevem o comportamento de uma func¢ao quando a varidvel
independente se aproxima de um determinado valor. A continuidade estd intimamente relacionada aos limites e
descreve se uma fun¢ao ndo apresenta "quebras'ou "saltos"em um ponto.

,—[ Definicao Intuitiva } |

O limite de uma funcao f(x) quando x se aproxima de um valor a é o valor que f(z) tende a assumir, mesmo
que a funcdo nao esteja definida exatamente no ponto = = a.

¢ O limite descreve o comportamento da func¢do préximo ao ponto, ndo necessariamente no ponto.
¢ Uma funcdo é continua em um ponto quando ndo hé "saltos", "buracos'ou "quebras"neste ponto.

o Limites sdo essenciais para definir derivadas e integrais.

3.4.1 Definicao de Limite

r—[ Defini¢gao Formal } N

O limite de f(x) quando z tende a a é L, e escrevemos:

lim f(z) =L

r—ra
se os valores de f(x) se aproximam arbitrariamente de L quando x se aproxima de a, independentemente de x
ser maior ou menor que a.

\ J

,—[ Interpretacao Geométrica } \

Graficamente, o limite representa o valor que a fungao "deveria ter"no ponto x = a, observando o comportamento
da curva ao redor deste ponto.

Limite existe: Quando a funcao se aproxima do mesmo valor tanto pela esquerda quanto pela
direita de a.

Limite nao existe: Quando:

e Os limites laterais sdo diferentes
o A funcdo cresce infinitamente (tende ao infinito)
e A funcéo oscila indefinidamente

Importante: O valor de f(a) pode ser diferente de lim,,, f(x), ou até mesmo f(a) pode nao
existir.

3.4.2 Limite Lateral (Direito e Esquerdo)

r—[ Limites Laterais } \

Limite pela esquerda (ou limite & esquerda):

lim f(z) =1L

r—a~—
Considera apenas valores de x menores que a (aproximando pela esquerda).
Limite pela direita (ou limite a direita):

lim f(z)= Lo

r—at
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Considera apenas valores de x maiores que a (aproximando pela direita).

Condicao para existéncia do limite:

;gr(ll fle)=L <« lim f(z)= lim flz)=1L

\

,—[ Exemplo: Analise de Limites Laterais ]

J

Problema: Considere a fungdo definida por partes:

z+1, sex<?2
f(z) =143, ser =2
20 — 1, sex > 2

Calcule lim,_,o- f(z), lim,_,o+ f(x) e lim,_,5 f(x).
Solugao:

1. Limite pela esquerda: Para © — 27, usamos f(z) =« + 1:

lim f(z)= lim (z+1)=2+1=3

T2 T2
2. Limite pela direita: Para z — 2%, usamos f(z) = 2z — 1:

lim f(z)= lim 2z—-1)=2(2)-1=3

r—2+ r—2+
3. Limite bilateral: Como lim,_,,- f(z) = lim, ,o+ f(z) = 3:

lim f(z) =3

r—2

Anilise de Limites Laterais em z = 2

Y
4 4
3 4
2 4
1 i
1 2 3 4
Resposta:
lim f(e) = lim f(z) = lim f(z) =3
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3.4.3 Calculo de Limites com Graficos

,—[ Interpretacao Grafica de Limites }

Para calcular limites usando graficos, devemos observar:

1. Aproximacgao pela esquerda: Seguir a curva da esquerda até proximo ao ponto de interesse.
2. Aproximacao pela direita: Seguir a curva da direita até proximo ao ponto de interesse.
3. Valor do limite: Se ambas as aproximagoes levam ao mesmo valor y, este é o limite.

4. Descontinuidades: Identificar "buracos', "saltos"ou "assintotas"no grafico.

L

,—[ Exemplo: Leitura de Limites em Graficos }

Situagoes comuns encontradas em graficos:

1. Funcao continua: Se o grifico ndo apresenta quebras em x = a:

lim f(z) = f(a)

Tr—ra

2. Descontinuidade removivel ("buraco"): Se hd um "buraco'no gréfico em # = a, mas a curva se
aproxima de um valor L:

lim f(z) =L, mas f(a) pode ndo estar definido

z—a

3. Descontinuidade de salto: Se o grafico "salta'de um valor para outro em = = a:
zlgil— f(z) # mliffh fz) = E_rg f(z) ndo existe

4. Assintota vertical: Se o gréafico se aproxima de uma reta vertical x = a:

lim f(z) = oo (limite infinito)

Tr—a

3.4.4 Calculo de Limites com Expressoes Analiticas

,—[ Propriedades dos Limites ]

Se lim,_,, f(z) = L e lim,_,, g(x) = M, entdo:

lim[f(z) +g(z)] =L+ M (soma)

;gl}l[f(x) —g(z)]=L— M (diferenga)
i [7(e) @) = LM (produto)

L
L
m f(@) =3[ ¢ M #0 (quociente)

\

,—[ Técnicas para Calculo de Limites }

Substituicao direta: Se a funcao é continua em = = a:

lim f(z) = f(a)

Tr—ra
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Fatoracao: Para formas indeterminadas 8:

. f=z) . f(z) fatorado
lim —% = lim “¥—~4%———

z—a g(x)  z—a g(x) fatorado
Racionalizagao: Para expressoes com radicais.

Limites fundamentais:

Como lim,_,o 22£ = 1.

x
\

,—[ Exemplo: Calculo Analitico de Limites }

Problema: Calcule lim,_,3 %.

Solugao:

1. Verificar se ha indeterminagio: Substituindo z = 3 diretamente:

32-9 9-9

3—-3 0

ol o

(forma indeterminada)

2. Fatorar o numerador:

2 — 9= (z - 3)(z +3)
3. Simplificar a fracao:

22-9 (z—-3)(z+3)

~—3 ~—3 =x+3, z#3

4. Calcular o limite: )

lim =lim(z+3)=3+3=6
z—=3 £ —3 z—3
Resposta:
o oz2-9
a3 "

3.4.5 Continuidade e Descontinuidade

,—[ Definicao de Continuidade }

Uma fung¢éo f(z) é continua em = = a se e somente se:
1. f(a) esta definido (existe)
2. lim,_,, f(x) existe

3. limgq f(2) = f(a)

Se qualquer uma dessas condigoes falha, a funcdo é descontinua em = = a.
L

,—[ Tipos de Descontinuidade ]

Descontinuidade removivel:

Quando o limite existe, mas f(a) ndo estd definido ou f(a) # lim,_,, f(z).
Pode ser "corrigida'redefinindo a fungdo no ponto.
Descontinuidade de salto:

Quando os limites laterais existem mas sao diferentes:
lim f(z)# lim f(x)
r—a~ r—at

Descontinuidade infinita: Quando pelo menos um dos limites laterais é infinito:

lim, f(z) = £

r—a
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Descontinuidade oscilatéria: Quando a fungdo oscila indefinidamente préximo ao ponto (rara).

\

,—[ Exemplo: Analise de Continuidade }

Problema: Analise a continuidade da funcao:

emz = 1.
Solugao:
1. Verificar se f(1) esta definido: f(1) = 3 (estd definido)

2. Calcular o limite: Para = # 1:

2_1 -1 1
?-1_(@-De+l) _
rx—1 z—1

Entao:
lim f(z) =lim(z+1)=1+1=2
z—1 z—1
3. Comparar f(1) e lim, 1 f(x): f(1) =3 e lim,—; f(z) =2
Como f(1) # lim,_,; f(x), a fungdo é descontinua em = = 1.

4. Tipo de descontinuidade: Descontinuidade removivel, pois o limite existe. Para tornar a fungao
continua, bastaria redefinir f(1) = 2.

Resposta:

| A fungéo é descontinua em z = 1 (descontinuidade removivel) |

3.4.6 Estudo da Continuidade a partir de Graficos e Expressoes

—[ Analise Grafica da Continuidade }

Para verificar continuidade através de graficos:
1. Trace uma linha vertical no ponto = = a.
2. Observe se a curva tem alguma interrupcao, salto ou buraco.
3. Verifique se é possivel desenhar o grifico sem tirar o lapis do papel.

4. Identifique o tipo de descontinuidade, se houver.

Indicadores visuais:
e Buraco: descontinuidade removivel
e Salto: descontinuidade de salto

« Assintota vertical: descontinuidade infinita
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Fungdo Continua em Todos os Pontos

f(2) = limm_,g f(l‘}

Funcao continua

‘ ‘ T
1 2 3
Descontinuidade Removivel em x = 2
Yy
f(2)=3
3 ()
2 1
1 1
‘ T
1 2 3
Descontinuidade de Salto em z = 2
Y
3 1
lim, o+ f(x) =2.5
O
2 1
f2)=1
1 - @
hmx—>2* f(.’l?) =1
‘ T
1 2 3 4
Assintota Vertical em x = 2
Yy I
3+ :
|
e
| : |
— 1 3 3
1 :
-2 | S—
it lim f(z) = —o0
3] : T2~
'z = 2 (assintota)
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,—[ Exemplo: Analise Completa de Continuidade }

Problema: Para que valores de k a funcdo abaixo é continua em = = 27

22+1, sex <2
g(x) = k, se x =2
3xr—1, sex>2

Solugao:

1. Calcular os limites laterais:
Limite pela esquerda:
lim g(z)= lim (2> +1)=2>+1=5

T2~ L—+2—
Limite pela direita:
lim g(z) = lim 3z —1)=3(2)—1=5

T—2+ z—21

2. Verificar a existéncia do limite: Como lim,_,»- g(z) = lim, .o+ g(z) = 5:

lim g(z) =5

r—2
3. Condicado para continuidade: Para que g(z) seja continua em z = 2:

9(2) = lim g(z)

T—2

Portanto:
k=5

Resposta:
k=5

3.4.7 Exemplos Praticos

,—[ Exemplo: Limites Especiais }

1. Limite com radical:

-2
lim /e

z—4 x —4
Solugao: Multiplicar pelo conjugado:

V-2 Vz+2 T —4 1
r—4 Jz+2 (z—-4(/T+2) Jr+2

limﬁ_2:hm 1 = 1 :1
z—4 r —4 m—>4\/5—|—2 \/4_14-2 4

2. Limite infinito:

1
1m 5
z—0t T
Como z — 0T, temos # — 0T, entdo -5 — +oo.
lim — =400

z—0+ T2
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3. Limite no infinito:

222+ 3z
lim ————

z—oo 12 —1

Dividindo numerador e denominador por z?:

. 242 240
lim . =2
g0l — 2L 1-0

3.4.8 Exercicios Resolvidos

,—| Exercicios }
31

1. Calcule limg 1 5=

Solugao:

Substituicdo direta resulta em g, entao fatoramos:

Numerador: 2® — 1 = (z — 1)(2? + x + 1) Denominador: 2% — 1 = (z — 1)(x + 1)

-1 (z—-1)(a®+2+1) 2°+z+1

= = 1
22— 1 (z—1)(z+1) zy1 0 %7
i 23 —1 1,;ﬁ+x+1 1+1+1 3
11m = l1lm =] = —
z1722 -1 221 x+1 1+1 2
. 3_
Resposta: lim,_.; §2_—:11 = %

z+1, <2

4—z, x>2

2. Determine se a fungdo h(z) = { é continua em = = 2.

Solugao:
1) Valor da funcgdo: h(2) =2+ 1 = 3 (pela primeira regra, pois 2 < 2)

2) Limites laterais:
lim h(z) = lim (z+1)=2+1=3

T2~ T2~
lim A(r)= lim (4 -2)=4-2=2
A M) = g =)

3) Como lim, ,o- h(x) # lim, .o+ h(z), o limite lim,_,» h(z) ndo existe.

Resposta: A fungéo é descontinua em z = 2 (descontinuidade de salto).

3. Calcule lim,_,o 2262

Solugao:

sin uw =1

Usamos a propriedade lim,, o *

lim sin(3x) _ lim sin(3z) im sin(3x)
z—=0 T z—0 3T z—0 3x

Fazendo a substituicdo v = 3z, quando x — 0, temos u — 0:

Resposta: lim, .o w = 3.
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ar+2, <1

9 é continua em x = 17
zc+1, x=z>1

4. Para que valor de a a fungdo f(z) = {

Solugao:
1) Valor da fungdo: f(1) = 12 + 1 = 2 (pela segunda regra, pois 1 > 1)
2) Limites laterais:

lim f(z)= lim (az+2)=a(l)+2=a+2

rz—1- rz—1-

lim f(z)= lim (2 +1)=124+1=2

z—1t z—1t

3) Para continuidade: Precisamos que os limites laterais sejam iguais:

lim f(z) = lim f(x)

z—1— z—1t
a+2=2=a=0

Verificagao: Com a = 0:

f)=2, lim f(z)=2, lim f(z)=2

r—1— z—1t

Portanto, lim,_,; f(z) = f(1) = 2.
Resposta: a = 0.

: 3a%—222+1
5. Calcule hmwﬁoo 223 4z—5 °
Solugao:
Para limites no infinito com polindémios, dividimos numerador e denominador pelo maior grau de z (que
é z3):
3 2 3x3 2a2 1
Jim 3z° —22° +1 e -5+ o3
3 _ - 2z x 5
z—oo 22° +x —5 z—oo 2% +? =
24 1
= lim R
= 1
z—00 2 + = = m%

Quando x — 00, todos os termos com z no denominador tendem a zero:

_ 3—0+0 _§
S 240-0 2
325 —22%+1 3

Resposta: llng)oo a3 tz—5 =3-
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3.5 Calculo Diferencial

A derivada de uma funcéo representa a taxa instantanea de variagido dessa fungdo em relagdo a sua variavel indepen-
dente. Geometricamente, a derivada em um ponto corresponde ao coeficiente angular da reta tangente a curva nesse
ponto.

,—[ Definicao de Derivada } |

Seja f(z) uma fungdo definida em um intervalo que contém o ponto x = a. A derivada de f no ponto a é
definida como:

f'(a) = lim

fla+h) - fa)
h

Quando esse limite existe, dizemos que f é derivavel em a.

Notagdes equivalentes: f'(x), %, %f(x), D, f(x)

3.5.1 Derivada por Definicao

,—[ Método da Definicao }

Para calcular a derivada de f(z) usando a definigéo:

1. Calcular f(z + h)
2. Formar a diferenca f(x + h) — f(z)

3. Calcular w

4. Calcular lim w
h—0

\

,—[ Derivada por Defini¢ao - Fun¢ao Quadratica } N

2

Encontrar a derivada de f(z) = 2 usando a definicao.

Passo 1: Calcular f(z + h)
fx+h) = (z+h)? =22+ 2zh + h?

Passo 2: Formar a diferenca
f(z+h) — f(x) = 22 + 2zh + h? — 2% = 2zh + h?

Passo 3: Calcular o quociente

flz+h) — f(z) _ 2¢h+h? _ h(2z + h)

= = 2

W N z+h

Passo 4: Calcular o limite
f/(z) = lim (22 + h) = 22
h—0
Resultado: | f'(z) = 2z
,—[ Derivada por Definigao - Fungao Racional } N
Encontrar a derivada de f(z) = L usando a definicdo.
Passo 1: Calcular f(z + h)
1
h =
f@+h) z+h
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Passo 2: Formar a diferenca

1 1 z—(x+h) —h

f(x+h)_f(x):x+h_5: z(z+ h) :m(:c—i—h)

Passo 3: Calcular o quociente

fe+h)—f(z) A 1 = -1
h z(z+h) B z(z+h)
Passo 4: Calcular o limite 1 1
’ s — R
(@) = %g% x(x+h) a2
, 1
Resultado: | f'(z) = =

3.5.2 Derivadas Tabeladas

r—[ Tabela de Derivadas Basicas }

d
1. E(C) =0 (constante)
d . .
2. —(z") = na” (regra da poténcia)
dz
3. %(Sin x) = cosx
4. a(cosx) = —sinz
B E(tan x) =sec’x
d
6. %(em) =e”
7. %(ln r)=1
d
8. E(am) =a"Ina
9. i(loga T) = =

dx

r—[ Regras de Derivagao ]

1. Regra da Soma:

2. Regra do Produto:

3. Regra do Quociente:

4. Regra da Cadeia:
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,—[ Aplicagao das Regras de Derivagao }

Calcular as derivadas das seguintes fungoes:
a) f(z) =3z* - 223 + 5z -1
Aplicando a regra da soma e da poténcia:

fl(x)=3-42®-2-322 +5-1-0=122> —62° + 5

b) g(z) = 2%sinz
Aplicando a regra do produto:
g (z) = 2zsinz 4 2% cosx

C) h(I) = a;j—21

Aplicando a regra do quociente:

20(z—2)— (22 +1)-1 222 —4dox—2®—-1 2®—4dzr—1

W) = (z—2)2 T @-22 | (@-272

d) k(z) = = 32
Aplicando a regra da cadeia:
2
E(z) =e® 3% . (22 4 3)

3.5.3 Estudo de Funcoes

,—[ Pontos Criticos e Classificagao }

Um ponto = = ¢ é chamado ponto critico de f(z) se:

e f'(¢) =0, 0u
e f/(¢) nao existe
Teste da Primeira Derivada:
e Se f'(z) > 0em (a,c) e f'(x) <0 em (cb), entdo f tem méaximo local em z = ¢
e Se f'(z) <0em (a,c) e f'(x) >0 em (c,b), entdo f tem minimo local em z = ¢

e Se f'(z) ndo muda de sinal em z = ¢, entdo f nio tem extremo local em z = ¢

\

,—[ Estudo Completo de Funcgao }

Analisar a fungdo f(z) = 23 — 32 + 2
Passo 1: Encontrar a derivada

f'(x) = 32% — 62 = 3x(z — 2)

Passo 2: Encontrar os pontos criticos
flx)=0=3z(x—2)=0=2z=00uz=2

Passo 3: Analisar o sinal de f/(x)

Intervalo (—00,0) (0,2) (2,400)

Sinal de f'(z) + — +

Comportamento de f | Crescente | Decrescente | Crescente

Passo 4: Classificar os pontos criticos
e Em 2 = 0: méximo local, pois f’(z) muda de + para —
e Em z = 2: minimo local, pois f’(x) muda de — para +
Passo 5: Calcular os valores extremos

e f(0) =03 —3(0)? 4+ 2 = 2 (mdximo local)
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e f(2)=2%-3(2)2+2=8-12+2= —2 (mfnimo local)

A fungdo tem méximo local em (0,2) e minimo local em (2, —2).

3.5.4 Crescimento e Decrescimento

r—[ Critérios de Monotonia }

Seja f(x) uma fungéo derivdvel no intervalo (a,b):
o Se f'(z) > 0 para todo z € (a,b), entdo f é estritamente crescente em (a,b)
o Se f'(z) < 0 para todo z € (a,b), entdo f é estritamente decrescente em (a, b)

e Se f'(z) =0 para todo z € (a,b), entdo f é constante em (a,b)

\

]

r—[ Analise de Crescimento e Decrescimento J

Determinar os intervalos de crescimento e decrescimento de f(z) = 2% — 42% + 622 — 4z + 1
Passo 1: Calcular a derivada

f'(z) = 423 — 1222 + 122 — 4 = 4(2® — 322 + 32 — 1)
Passo 2: Fatorar a derivada Observando que x = 1 é raiz:
23 -3 +3z-1=(z—1)°

Portanto: f'(z) = 4(z — 1)3
Passo 3: Analisar o sinal de f/(x)

e Paraz<1l: (z—1)<0=(z—-132<0= f(z) <0

e Paraz=1: f/(1)=0

e Paraz>1: (z—1)>0=(z—-12>0= f'(z) >0
Logo:

o f é decrescente em (—o0,1)

o f é crescente em (1,+00)

e x =1 ¢é ponto de minimo global

3.5.5 Problemas de Otimizacao

,—[ Metodologia para Problemas de Otimizacao }

1. Identificar a grandeza a ser otimizada (maximizada ou minimizada)

. Definir as varidveis e estabelecer as relagoes entre elas
. Expressar a funcdo objetivo em termos de uma tnica variavel

. Determinar o dominio da funcéo objetivo

. Encontrar os pontos criticos

2

3

4

5. Calcular a derivada da fung@o objetivo

6

7. Verificar se sio maximos ou minimos (teste da segunda derivada)
8

. Comnsiderar os extremos do dominio
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Problema de Otimizacio - Area Maxima

Um fazendeiro tem 240 metros de cerca para delimitar um terreno retangular adjacente a um rio. O lado junto
ao rio nao precisa de cerca. Qual deve ser as dimensoes do terreno para que a area seja maxima?

Passo 1: Definir as varidveis Seja x a largura (perpendicular ao rio) e y o comprimento (paralelo ao rio).
Passo 2: Estabelecer as restri¢coes Total de cerca: 2x + y = 240 = y = 240 — 2z

Passo 3: Expressar a funcio objetivo Area: A(x) =z -y = (240 — 2z) = 240z — 22

Passo 4: Determinar o dominio Como z >0ey > 0: 0 < x < 120

Passo 5: Encontrar os pontos criticos

A'(z) =240 —4x = 0=z =60

Passo 6: Verificar se é méximo
A'(x)=-4<0

Como A”(60) < 0, temos um maximo.
Passo 7: Determinar as dimensoes

o Largura: x = 60 metros
o Comprimento: y = 240 — 2(60) = 120 metros
o Area maxima: A =60 x 120 = 7200 ms

Resposta: O terreno deve ter |60 m x 120 m | para drea méaxima.

r—| Exercicios }

1. Calcule a derivada de f(x) = 2® + 2z usando a definigdo.
Solugao:
f(@+h)=(x+h)®>+2(x+h) =23+ 32%h + 3zh® + h3 + 2z + 2h
f(x+h) — f(z) = 32%h + 3zh? + h3 + 2h = h(3z% + 3zh + h? + 2)
Hath)=f(@) _ 342 { 3k + A2 + 2
f'(z) = limp, 0 (322 + 3zh + h? + 2) = 322 + 2

2. Encontre os intervalos de crescimento de g(z) = x3 — 622 + 9z + 1.
Solugao:
g () =322 - 122 +9=3(2> —4z +3) = 3(z — 1)(x — 3)
Pontos criticos: z=1ex =3

Anélise de sinais:

o z<1: ¢g’(x) > 0 (crescente)
e 1<a<3: ¢(x) <0 (decrescente)
e x> 3: ¢g'(xz) > 0 (crescente)

Resposta: Crescente em (—o0,1) U (3, 4+00)

. 2_
3. Calcule a derivada de h(z) = ‘;—+21

Solugao:

Usando a regra do quociente:

(2z)(z +2) — (22 = 1)(1)
(z+2)

h'(z) =

_2x2+4m—x2—|—1_x2+4:v+1
T @t2r | @+
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4. Determine o ponto de minimo de f(z) = 22 — 4z + 5.
Solugao:
fllx)=22—-4=0=>2=2
f"(z) =2 > 0 (confirma que é minimo)
f2)=4-8+5=1
Resposta: Minimo no ponto (2,1)

182




3.6 Calculo Integral - Nocoes Introdutérias

A primitiva ou antiderivada de uma funcéo é o conceito fundamental do cdlculo integral. E a operacao inversa da
derivacgao.

,—[ Definicao de Primitiva }

Uma fungdo F(z) é chamada de primitiva ou antiderivada de f(x) se:

F'(z) = f(x)

Em outras palavras, se a derivada de F(x) é igual a f(x), entdo F(z) é uma primitiva de f(z).
Notagao: Se F(z) é uma primitiva de f(z), entdo:

/f(:c) de =F(z)+C

onde C é uma constante arbitraria.

\

,—[ Exemplos de Primitivas

———/

1. Se f(x) = 322, encontrar uma primitiva.

3

d
Como — (23) = 322, temos que F(z) = 23 é uma primitiva.

i
Portanto:
/ 322dr =2+ C

2. Se f(x) = cosx, encontrar uma primitiva.
d . o o
Como d—(sm x) = cosx, temos que F(x) = sinz é uma primitiva.
s

Portanto:
/cosa:da: =sinxz + C

3. Se f(x) = e, encontrar uma primitiva.

d

Como d—(eg”) = e”, temos que F'(x) = €® é uma primitiva.
G

Portanto:

/emdx:em—l—C

3.6.1 Integral Indefinida

,—[ Definicao de Integral Indefinida }

A integral indefinida de uma funcdo f(x) é o conjunto de todas as suas primitivas.

/f(:c) de =F(z)+C
Onde:
o [ é o simbolo de integracao
o f(z) é o integrando
e dz indica a variavel de integracao

e (' é a constante de integragdo
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3.6.2 Propriedades da Integral Indefinida

,—[ Propriedades Basicas }

1. Linearidade:
Jlaf@ +bg@lds=a [ s@)do -+ [ g(a)do
2. Integral de uma constante:
/k; de =kx +C
3. Integral da soma:
Ju@+g@)do= [ f@ydo+ [ g@)do

4. Fator constante:

/k-f(a:)d:c:k/f(x)da:

3.6.3 Integrais Fundamentais

r—[ Tabela de Integrais Basicas }

xn+l

L fa"de=275+C (n#-1)

. fidz=m|z|+C

w N

. fetdr=e"+C

4. [a*dr =2 +C (a>0,a#1)
5. [sinzdr = —cosz + C

6. [coszdr =sinz+C

7. [sec?zdx =tanz 4+ C

8. [csc?xdx = —cotz+C

\

,—[ Aplicagao das Integrais Basicas }

Calcular as seguintes integrais:

1. [(22% — 5z + 3)dx
/(2m3—5x+3)da::2/1:3dx—5/:rdx+3/1dx

4 x? z*  5z?

—5 430+ 0= -5 +32+C

x
4 2 2

2. [(3e® + 4sinz) dx

/(3ez+4sinx)dx=3/ezdx+4/sinmd:r
=3e” +4(—cosz) + C = 3e” —4cosz + C

2
3. f 22743 10
. . T . . .
Primeiro, simplificamos o integrando:

22
72 +3:2m+§
X

T

212 1
/ a +3d33:/(2:c+§)da::2/acdx+3/—d:c
5 x 4

Entéao:
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2
:2.%+31n|x|+C:gc2+3ln|x|+C

3.6.4 Método de Substituicao

O método de substitui¢cio é uma técnica fundamental para resolver integrais mais complexas, baseada na regra da
cadeia para derivadas.

,—[ Método de Substituicao }

Se temos uma integral da forma [ f(g(x)) - ¢'(x) da:
Passo 1: Fazer a substituicao u = g(z)

Passo 2: Calcular du = ¢'(z) dx

Passo 3: Reescrever a integral em termos de u:

[ Ho@) () da = [ fw du

Passo 4: Integrar em relagao a u
Passo 5: Substituir de volta u por g(x)

\

,—[ Aplicagcao do Método de Substituicao }

Exemplo 1: Calcular [2z(z? +1)°dz
Passo 1: Fazer u =22 + 1

Passo 2: Entao du = 2z dx

Passo 3: A integral fica:

/230(962 +1)°dx = /u5 du

6
/u5du=%+0

Passo 4: Integrar:

Passo 5: Substituir de volta: 2 16
/2x(x2+1)5dx: %—I—C

Exemplo 2: Calcular [ S%L dy
Passo 1: Fazer u = cosx

Passo 2: Entao du = —sinz dz, ou seja, sinz dx = —du

Passo 3: A integral fica:
sinx 1 _9
/Cos2xdcc—/§(—du)——/u du

-1
—/U_Qdu:—u——l—czl—l-C
—1 U

Passo 4: Integrar:

Passo 5: Substituir de volta:

cos? x COS T

i 1
/smaz dr = +C =secx+C

3.6.5 Integracao por Partes

A integracao por partes é baseada na regra do produto para derivadas e é 1til para integrar produtos de funcoes.
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,—[ Férmula da Integragao por Partes }

/udv:uv—/vdu

o Escolhemos uma parte da fungdo como u (que seréd derivada)

Onde:

e A outra parte como dv (que serd integrada para obter v)
o Calculamos du (derivada de u)
o Calculamos v (integral de dv)
Critério de escolha (LIATE):
1. Logaritmicas
2. Inversas trigonométricas
3. Algébricas (polindmios)
4. Trigonométricas
5

. Exponenciais

L

,—[ Aplicacao da Integracao por Partes }

Exemplo 1: Calcular [ ze” dx
Escolha:

e u=x=du=dzx
o dv=¢e%dr=v=2¢"

Aplicando a férmula:

/xexdac::C-e"”—/e“‘dx:xe‘”—e‘”—i—C’:ew(x—l)—i—C

Exemplo 2: Calcular [zsinzdx
Escolha:

e u=x=du=dz
e dv=sinxdr = v=—cosx

Aplicando a férmula:

/xsinxdw = xz(—cosz) — /(—Cosx)dx

= —xcosx+/cosxd:z: = —xcosx +sinz + C

Exemplo 3: Calcular [Inzdz
Escolha:

o uzlnméduz%dm
e du=dr=v=c
Aplicando a férmula:

/lnmd:z:::rlnx—/x-éd:c:xlnm—/ld:v

=zlnzr—z+C=z(lnx—-1)+C
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3.6.6 Integral Definida

J

A integral definida de uma fungao f(x) de a até b é definida como:

,—[ Definicao de Integral Definida |

b n
/ f(z)dx = lim Zf(:rl)A:C
o n—00 p

Onde Az = b_T“ ex; =a+ilAx.
Teorema Fundamental do Célculo: Se F(x) é uma primitiva de f(x), entéo:

b
/ f(z)dz = F(b) — F(a) = [F(x)]t

\

f—[ Calculo de Integrais Definidas }

1. Calcular f02 2% dx
Primeiro, encontramos a primitiva: f z?dx = %3 +C
Aplicando o Teorema Fundamental:

2. Calcular foﬂ/ % sin 2 da
Primitiva: [sinzdz = —cosz + C
Aplicando o Teorema Fundamental:

m/2 /2 w
/ sinz dx = [— cosz]g :—cos§—(—cos0):O—(—1)=1
0

3. Calcular [ Ldx
Primitiva: [ 1dz =In|z|+ C =Inz + C (para > 0)
Aplicando o Teorema Fundamental:

e
1
/ —dr=[nz];=lne—-Inl=1-0=1
1 T

\

r—' Exercicios }

1. Calcule a integral indefinida: [ (322 — 2z + 5) dz

Solugao:
/(3x2—2x—|—5)dm=S/xzdx—2/xdx+5/1dm

£L‘3 2

:3-?—2-%+5x—|—02m3—x2+5w+0

2. Calcule usando substituicdo: [ 4z(2? + 3)3 da

Solucdo: Fazendo u = 2% + 3, entdo du = 2x dz, ou seja, 4z dx = 2du

4
/4x(x2+3)3d$Z/u3'2dU=2/u3du:2-%4_0

4 2 4
:u_+C:M

) 5 +C

3. Calcule usando integragdo por partes: [z cosxz dx

Solugao: Escolhendo u = x e dv = cosx dx:
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o du=dx

e v=sinx

/xcosxdm:xsinx—/sinmdm:xsinx—(—Cosx)—i—C’

=gsinz +cosz + C

4. Calcule a integral definida: fol(Za: +1)dx
Solugao: Primeiro encontramos a primitiva:

.TQ

/(2x+1)d$:2~?+x+02x2+x+0
Aplicando o Teorema Fundamental:

/1(2m+1)dx:[:E2+:1c](1):(12+1)—(02+0)=2—0:2
0

5. Calcule usando substitui¢ao: |, Oﬂ/ * sinz cos z d

Solugao: Fazendo u = sin z, entdo du = cos z dx

Quando z = 0: w =sin0 = 0 Quando z = 7/4: u =sin(r/4) = \/75
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3.7 Conjunto dos Numeros Complexos

Os niimeros complexos surgem da necessidade de resolver equagbes que nao possuem solugdo no conjunto dos
nimeros reais, como 2 + 1 = 0. Eles formam um conjunto mais amplo que inclui todos os ntimeros reais e introduz
a unidade imaginaria.

,—[ Definicao de Niimero Complexo } |

Um nimero complexo z é definido como:

z=a+bi
Onde:
e a,b € R (ntimeros reais)
e i é a unidade imaginaria, definida por i2 = —1

e a é chamado de parte real de z: Re(z) = a
o b é chamado de parte imagindria de z: Im(z) =b

O conjunto dos nimeros complexos é denotado por C.

\ J

,—[ Casos Especiais } N

e Se b=0: z=a (ntmero real)

e Se a=0: z = bi (ndmero imaginério puro)
e Sea=b=0: z=0 (zero complexo)
e Seb=1:z=a+1

e Sea=0eb=1: z=1 (unidade imaginaria)

3.7.1 Forma Algébrica

A forma algébrica (ou forma retangular) é a representagdo padrdo de um nimero complexo como soma de uma
parte real e uma parte imagindria.

,—[ Forma Algébrica }

Todo ntimero complexo z pode ser escrito na forma algébrica:

z=a+bi
Onde a = Re(z) e b = Im(z).

Igualdade de nimeros complexos:

. Re(z1) = Re(z2)
AT {Im(zl) = Im(22)

.

,—[ Exemplos de Forma Algébrica } |

Numeros complexos em forma algébrica:

o 21 =3+4+2i = Re(z1) =3, Im(z1) =2
o 29=—-14+41 = RG(ZQ) =—1, Im(z2) =4
e 23 =5 = Re(z3) =5, Im(z3) =0

o 2y = -3t = Re(z4) = 07 Im(z4) =-3

189



Verificagao de igualdade: Se z; = (x + 1) + (2y — 3)i e 25 = 4 + 5i, para que z; = 23:

z+1l=4=2=3
2y—3=56=>y=4

3.7.2 Forma Geométrica (Representacdo no Plano)

Os niimeros complexos podem ser representados geometricamente no plano complexo (ou plano de Argand-Gauss),
onde o eixo horizontal representa a parte real e o eixo vertical representa a parte imaginaria.

,—[ Plano Complexo }

No plano complexo:
¢ O eixo horizontal é chamado de eixo real
¢ O eixo vertical é chamado de eixo imaginario
¢ Cada ntimero complexo z = a + bi corresponde ao ponto (a,b)
o A distancia da origem ao ponto é chamada de médulo de z

¢ O angulo que o segmento faz com o eixo real positivo é o argumento de z

\

,—[ Forma Trigonométrica } \

Um ntmero complexo z = a + bi pode ser escrito na forma trigonométrica:

z = |z|(cos @ + isin 6)
Onde:
e |z| = Va2 + b2 é o médulo de 2z

e 0 é o argumento de z, tal que:

| =

a .
cos = — e sinf =
z

\

—[ Representagcao Geométrica }

Representar geometricamente z = 3 + 4i:
No plano complexo:

o Parte real: a = 3 (coordenada x)
o Parte imaginéria: b = 4 (coordenada y)
o Ponto correspondente: (3,4)

Médulo:
|2l = V32 +42=/9+16=v25=5

Argumento:
3 . 4
cosf=—- e sinf=—
5 5
4 y
0 = arctan 3 ~ 53, 131

Forma trigonométrica:
z = 5(cos 53, 13F + ¢ sin 53, 137)
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3.7.3 Operacoes Basicas: Soma

,—[ Adicao de Nimeros Complexos }

Para somar dois niimeros complexos, somamos separadamente as partes reais e as partes imaginarias:

21+ 22 = (a1 + b12) + (a2 + b2i) = (a1 + a2) + (b1 + ba)i

Propriedades da adigao:
¢ Comutativa: z; + 29 = 29 + 21
o Associativa: (z1 + 22) + 23 = 21 + (22 + 23)
¢ Elemento neutro: z 4+ 0=z

« Elemento oposto: 2z + (—z) =0

\

,—[ Subtracao de Nimeros Complexos }

A subtragao é definida como a adi¢do do oposto:

21 — 29 = 21 + (—ZQ) = (0,1 = CLQ) + (bl = bg)’t

\

—[ Operagoes de Soma e Subtracao }

Dados 21 =2+ 3i e 20 =1 — 4i:
Soma:
21+t22=02+3)+(1-4)=2+1)+B-4)i=3—1

Subtracao:
21—20=243)—(1—-4)=2—-1)+B—-(-4)i=1+T7i

Verificagao geométrica: No plano complexo, a soma corresponde & soma vetorial dos pontos correspondentes.

3.7.4 Operagoes Basicas: Produto

,—[ Multiplicacdo de Niimeros Complexos }

Para multiplicar nimeros complexos, usamos a propriedade distributiva e lembramos que % = —1:

21 - 23 = (a1 + byi)(ag + bai) = aras + arboi + byagi + byboi?
= ajas + (a1by + brag)i + biba(—1) = (a1as — b1bs) + (a1bs + bras)i
Propriedades da multiplicagao:
e Comutativa: z1 - 29 = 29 - 21
o Associativa: (z1 - 22) - 23 = 21 - (22 - 23)
o Elemento neutro: z-1 =z

o Distributiva: z1 (22 + 23) = 2122 + 2123

\

—[ Poténcias da Unidade Imaginaria ]

As poténcias de i seguem um padrao ciclico:
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7 7
i?=-1
=i i=—1i=—i

Regra geral: {7 = j»mod 4

\

,—[ Multiplicagdo de Niimeros Complexos

—/

Calcular (2 + 37)(1 — 2i):
Aplicando a propriedade distributiva:

(243i))(1-2i)=2-14+2-(—2i)+3i-1+3i-(—25)
=2 — 4i + 3i — 6i°
=2—4i+3i—6(—1)
=2—-4i+3i+6
=8—1

Célculo de poténcia: Calcular i23:

23=4-54+43=i¥=¢3=—

3.7.5 Conjugado de um Niuimero Complexo

,—[ Definicao de Conjugado }

O conjugado de um nimero complexo z = a + bi é o nimero complexo:

Z=a—bi

Geometricamente, o conjugado de z é o reflexo de z em relacao ao eixo real.

.

,—[ Propriedades do Conjugado }

Para nimeros complexos z1 e zo:

21+ 20 =21 + 2o
21— 2 =71 — 23
2122 =21 22

\

,—[ Calculos com Conjugados }

Dado z = 3 + 4i:
Conjugado:
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Produto de z pelo seu conjugado:
2 Z=(34+4i)(3—4i) =912 +12i — 16i* =9 — 16(—1) = 9 + 16 = 25

Verificagao com o médulo:

22 = (VB + £)2 = (VE)? = 25

Logo, z -z = |2]> =25

3.7.6 Mé6dulo de um Niumero Complexo

,—[ Defini¢cao de Mdédulo ]

O médulo (ou valor absoluto) de um nimero complexo z = a + bi é:

|z| = Va2 + b?

Geometricamente, o médulo representa a distancia do ponto (a,b) & origem no plano complexo.

\

,—[ Propriedades do Médulo }

Para ntimeros complexos z; e zo:

|z2]| >0elz|=0<2=0

|21 - 22| = |21| - |22]
z1 |Zl|
al_Al 29
=~ Tl (22 #0)
|2"| = [2]"
1Z| = |2|

|21 + 22| < |z1| + |22| (desigualdade triangular)

\

r—[ Calculo de Mddulos }

1) Médulo de z; =5 — 12i:

|z1] = /52 + (—12)2 = /25 + 144 = /169 = 13

2) Médulo de z; = —3 + 4i:

22| = /(=32 + 42 =9+ 16=v25=5
3) Verificar propriedade do produto: Primeiro, calculemos z - zo:
21 -2 = (5 — 12i)(—3 + 44) = —15 + 20i + 36 — 48i> = —15 + 56i + 48 = 33 + 56i

Moédulo do produto:

|21 - 22| = [33 + 56i| = /332 + 562 = /1089 + 3136 = /4225 = 65

Produto dos mdédulos:
|z1] - [22| =13 -5 =65

Portanto, |z - 23| = |21] - |22]
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3.7.7 Divisao de Numeros Complexos

,—[ Divisao de Nimeros Complexos }

Para dividir nimeros complexos, multiplicamos numerador e denominador pelo conjugado do denominador:

ﬂ _m + b1 . (a1 =+ bli)(ag — bQZ) . (al =+ bli)(ag — bQZ)

zy  az+bai (ag + bai)(az — bai) a3 + b3

O resultado é:
Z_l - aias + b1b2 blag — a1b2 .

22 a2 + b3 a3 + b3

\

,—[ Exemplo de divisao de Numeros Complexos }

3+ 2

Calcular

—1
Multiplicando pelo conjugado do denominador:

342 (3+2i)(1+14)

=i [@-DI+9)

Calculando o numerador:
(34 24)(1+1) =3+3i4+2+2%2=3+5—2=1+5i
Calculando o denominador:
Q-1 +i)=1-2=1-(-1)=2

Resultado: ) )
3+2¢ 1+5 1 5.

T 2 2779

L

r—' Exercicios I

1. Dados z;1 =2 — 3i e zo0 = —1 + 44, calcule:
a) z1 + 22
b) 21 - 29
c) |z1] e |22]
Solugao:
a)z1+22=2-3)+(-1+4)=2-1)+(-34+4)i=1+1
b) 2122 = (2—3i)(=1+4i) = -2+ 8 +3i — 12> = -2+ 11i + 12 =10+ 114
¢) || =2+ (=32 =v4+9=+13
|22 = /(-1)2+ £2 = I+ 16 = V17

2. Calcule % e i73.
Solugao:
Para i°0: 50 =4-124+2 =40 =2 = —1
Para i™: 73=4-1841=i3 =il =i

3. Determine o niimero complexo z tal que z+zZ =6 e z — zZ = 44.
Solugao:
Seja z = a + bi, entdao z = a — bi.

Das condigoes:

z+z=(a+bi)+(a—bi)=2a=6=a=3
z—Z=(a+bi)—(a—bi)=2bi=4i=b=2
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Portanto: z =3 + 2

+ 31

e apresente o resultado na forma a + bi.

4
4. Calcule 5

Solugao:
Multiplicando pelo conjugado do denominador:
4+3i (4+3i)(2+i) 8+4i+6i+3i2 8+10i—3 5+ 10i

2—i  (2-9)(2+9) 41— 1+1 5 T

5. Encontre o médulo e o conjugado de z = %

Solugao:

Primeiro, simplificamos a fragao:

148 @4+9@4+9)  (A+)? 142+ 142-1 2
T 1-4 (1-9)@+d) 1-42  1+1 2 2

=1

z

Portanto: z =1
Médulo: |z| = |i| = V02 + 12 =1
Conjugado: z =1 = —i

6. Resolva a equacdo 22 + 2z + 5 = 0 no conjunto dos ntimeros complexos.
Solugao:
Usando a férmula de Bhaskara:

—2+v4-20 -24++/-16 —2+£4i
z = = =
2 2 2

=—1+2¢
Portanto: z1 = —1+2ie 2o = —1— 23

7. Se z =141, calcule z%.

Solugao:

Primeiro calculamos z2:

2=14+i)2?=14+2+i?=1+2i—1=2i

Agora calculamos z* = (22)2:
2= (202 =42 =4(-1)= -4

Portanto: 2% = —4

\

f—[ Formula de De Moivre }

Para um nimero complexo na forma trigonométrica z = |z|(cos 8 + isin ) temos que:

2" = |z|"(cos(nd) + isin(nd))

Esta formula é muito util para calcular poténcias e raizes de nimeros complexos.

\

,—[ Aplicacao da Formula de De Moivre ]

Calcular (1 + i)® usando a férmula de De Moivre.
Passo 1: Converter para forma trigonométrica

I1+il=+v12+12=+2

1 s
0 = arct — | =45° = —
arcan(l) 5 1
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1+i:\/§<cos%+ising)

Passo 2: Aplicar a férmula de De Moivre

(14+4)8 = (V2)® (cos %r + isin %)

= 2%(cos 27 + isin 27) = 16(1 + 04) = 16
Portanto: (1 +i)® = 16
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